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Preambulo

Este libro pretende proporcionar al lector un acceso lo mas directo posible
a los resultados principales de la geometria euclidea plana, donde “directo” hay
que entenderlo, por una parte, como libre de una estructura axiomatica que
obliga —si se quiere ser realmente riguroso— a dedicar relativamente mucho
espacio a demostrar hechos intuitivamente evidentes y, por otra parte, en el que
el algebra lineal se ha reducido a la minima expresion (apenas algunas nociones
bésicas sobre aplicaciones lineales y matrices y determinantes 2 x 2 a las que
haremos referencia en contadas ocasiones).

No introduciremos conceptos ni técnicas correspondientes a la geometria pro-
yectiva, si bien mostraremos que muchos resultados de la geometria euclidea se
enuncian de forma mas simple y natural si postulamos la existencia de puntos
infinitos en los que se cortan las rectas paralelas, con lo que prepararemos el
camino que conduce a la geometria proyectiva. En el capitulo VI también mos-
traremos el interés de postular la existencia de un tinico punto infinito, lo que
abre a su vez el camino hacia la llamada “geometria circular”.

La exposicion sera esencialmente sintética, pero en el apéndice A mostra-
remos la conexién con la geometria analitica y haremos uso de ella en algunas
ocasiones en las que sea preferible a un planteamiento sintético (principalmente
a la hora de probar algunos resultados sobre secciones cénicas) o cuando éste
sea esencial, como al estudiar la constructibilidad con regla y compas.

La idea fundamental de este enfoque es la misma que subyace en mis libros
de Introduccion a la teoria algebraica de nimeros [ITAl] e Introduccion a la
teoria analitica de nimeros [ITAn], es decir, llevar al lector hacia resultados no
triviales con pruebas completas y rigurosas,! pero que requieran la minima base
tedrica posible. Naturalmente, no hay que ver en ello ninguna clase de desprecio
hacia la teoria matematica, sino que el propésito de estos libros es proporcionar
al lector una “materia bruta” de resultados matematicos no triviales que sirva de
motivacion y de orientacién a la hora de adentrarse en las teorias matematicas
maés refinadas que permiten comprenderlos mejor y superar con creces los limites
hasta los que se puede llegar sin ellas.

Los tnicos conocimientos previos que requiere este libro son algunos resul-
tados bésicos sobre los niimeros reales junto con algunas nociones matematicas

1El tnico resultado que enunciamos sin demostracién es el teorema de Wantzel sobre los
nameros complejos constructibles con regla y compés, pero probamos que éstos tienen que ser
algebraicos, lo que basta para resolver negativamente el problema de la cuadratura del circulo.

vii
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bésicas (como “relacion de orden” y poco mas), en general, bastante menos de lo
que el lector puede encontrar en el primer capitulo de [ITAl] y en la seccion 1.1
de [ITAn].

Solo en ocasiones puntuales haremos referencia a otros resultados probados
en estos dos libros. Mas concretamente, las referencias adicionales a [ITAl] se
reducen esencialmente —sin animo de enumerarlas todas— a algunos concep-
tos muy elementales del algebra lineal (Capitulo XI) y a las propiedades de los
ndmeros algebraicos y trascendentes (Capitulo VIII) en relacion con la caracte-
rizaciéon algebraica de los puntos constructibles con regla y compas. En cuanto
a [ITAn]|, siempre sin animo de exhaustividad:

e Remitiremos a su apéndice A para una definiciéon analitica precisa del
concepto de drea (a través de la medida de Jordan en R?).

e Relacionaremos las funciones trigonométricas que definiremos aqui geomé-
tricamente con las definidas analiticamente alli en el capitulo V mediante
series de potencias.

e Usaremos el teorema fundamental del algebra (Capitulo III) para probar
un teorema de Euler segtin el cual un tridngulo estd determinado por su
circuncentro, su incentro y su ortocentro.

e Usaremos la trascendencia de 7 (Capitulo X) para resolver negativamente
el problema de la cuadratura del circulo con regla y compés.

e Compararemos algunos resultados sobre cuadraturas de secciones conicas
con otros que veremos aqui.

En el caso de la hipérbola daremos una prueba esencialmente geométrica
de la cuadratura de un sector hiperbolico (probada analiticamente en el
capitulo IV de [ITAn]) que solo requerira algunos resultados elementales
sobre limites y continuidad (Capitulos I-IV) para terminar expresando el
area en términos del logaritmo neperiano.

El caracter puntual de estas referencias hace que en la practica sea posible
leer este libro sin necesidad de estudiar al mismo tiempo (o de haber estudiado)
[ITA]] e [ITAn]. El capitulo mas técnico es el capitulo II, en el que abordamos
el problema de tratar con nimeros irracionales en geometria a la hora de medir
longitudes de segmentos y amplitudes de angulos, pero el lector dispuesto a no
hacerse muchas preguntas filosoficas sobre estas cuestiones podria saltarse dicho
capitulo sin problemas.
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Aristoteles consideraba a Tales de Mileto como el primer “fisico” o filésofo
de la naturaleza. Es el primer pensador griego del que tenemos constancia
que rechazo6 las explicaciones mitologicas de los fend6menos naturales y trato de
sustituirlas por explicaciones racionales. Se cuentan diversos hechos y anécdo-
tas protagonizados por él, entre los que figura la historia de que, en un viaje
a Egipto, preguntd por la altura de la piramide? de Keops y, como nadie le
supo responder (en su época la piramide tenia ya 2000 afios de antigiiedad), él
mismo ide6 la forma de calcularla ante el asombro de los sacerdotes egipcios,
comparando la sombra que producia con la suya propia.

Cronologia de algunos matematicos griegos del primer milenio a.C.

SigLo VI Sicro V. | Sicro IV | Sigro III | Sigro II

Tales
Pitagoras
Hipaso
Anaxégoras
Oindpides
Hipocrates
Hipias
Platon
Dinoéstrato
Eudoxo
Menecmo
Euclides
Arquimedes
Eratostenes
Apolonio

Hiparco

2Los griegos llamaron “piramides” a los imponentes monumentos funerarios egipcios, que
era el nombre ellos daban a unos pasteles de harina de trigo que tenian una forma similar.

X
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Las fuentes de esta historia son bastante tardias. La més antigua aparece
en las Vidas, opiniones y sentencias de los fildsofos mds ilustres, de Didgenes
Laercio, que data del siglo III d.C., es decir, de unos 800 afos después de
la muerte de Tales. El esquema de la pagina anterior muestra la cronologia
aproximada de los matematicos del primer milenio a.C. a los que vamos a hacer
referencia aqui.

Dio6genes relata que Tales esper6 al momento del dia en que su propia sombra
media lo mismo que él y entonces midi6 la sombra de la piramide, concluyendo
que también coincidirfa con la altura del monumento. No obstante, esto no
aclara como hizo Tales para medir la altura de la sombra, ya que necesitaria
haber medido la distancia entre el centro de la base de la pirdmide y la punta
de su sombra, y el centro es inaccesible.

La solucion més sencilla es que Tales no hubiera esperado meramente a la
hora del dia en el que su sombra midiera lo mismo que él, sino al dia del ano en
el que esto sucede exactamente a mediodia,® pues a mediodia el sol se encuentra
exactamente en el sur, y las pirdmides estan orientadas con una cara hacia cada
punto cardinal, por lo que en esas circunstancias la situacién es la que refleja la
figura siguiente:
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Hemos tenido que representar a Tales con 16 metros de altura para que
resulte apreciable en comparacién con la piramide, pero esta altura resulta irre-
levante. Tales pudo constatar que, cuando un objeto produce una sombra igual
a su altura, lo mismo valia para cualquier otro objeto a su alcance, y pudo
extrapolar que lo mismo era aplicable a la pirdmide. Midiendo las distancias
indicadas en la figura (todas ellas accesibles) pudo calcular la altura de la pi-
ramide (por simplicidad hemos expresado las medidas en metros, aunque esta
unidad no fue definida hasta el siglo X VIII).

3Teniendo en cuenta que Giza se encuentra a 30° de latitud norte, la altura del sol al
mediodia oscila entre los 83.5° grados en el solsticio de verano y los 36.5° en el solsticio de
invierno, por lo que resulta ser de 45° dos veces al ano.
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Sin embargo, en otras versiones de la historia, Tales se jacta ante los sacer-
dotes de que puede medir la altura a cualquier hora sin mas que comparar su
sombra con la de su baston. Consideremos en primer lugar la version “facil”
de esta afirmacion, en la que Tales no mide la altura “a cualquier hora”, sino
en un dia cualquiera, pero a mediodia, para que el sol se encontrara justo al
sur y asi la recta que une el centro de la pirdmide con la punta de la sombra
fuera perpendicular al lado norte de su base. La figura siguiente muestra una
posibilidad. Si Tales hubiera medido 1.60 m, su sombra habria medido 2 m y la
de la piramide 183.4 m:
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. Es posible calcular con estos datos la altura de la piramide? Probablemente
el lector sabra de sobra que la respuesta es afirmativa, pero es interesante anali-
zar qué debia saber Tales para llegar a la solucién, pues en ella entran en juego
varios principios geométricos bésicos.

Consideremos un triangulo rectangulo como el que muestra la figura:

Cl

O 1 A B C

Si ascendemos por el segmento OB’ desde el punto O, cuando llegamos
al punto A’ hemos avanzado horizontalmente 1 unidad y hemos ascendido m
unidades. El primer principio geométrico que necesitamos es que este ritmo se
va a mantener uniformemente durante todo el ascenso: cada vez que avancemos
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horizontalmente 1 unidad, el ascenso vertical serd de m unidades, sea cual sea el
punto de partida, de modo que si avanzamos 5 unidades habremos ascendido 5m
unidades o, en general, cuando lleguemos hasta el punto B’ habremos ascendido
BB’ = mOB y cuando lleguemos a C’ habremos ascendido CC’ = mOC. En
otros términos, en todo tridngulo rectangulo se da la relacion:

BB’ cc’
m-= — = —. (*)
OB ocC

Este valor constante m que indica el ascenso por unidad de avance es lo
que se conoce comunmente como la pendiente de la recta OC’. Aqui podemos
plantearnos dos cuestiones:

1. ;Es (x) evidente? Es posible que el lector sepa que se cumple la relacion (x)
porque asi se lo ensenaron en la escuela de pequeno y lo tiene interiorizado
como un hecho elemental o, por el contrario, tal vez el lector haya visto una
demostracion formal de dicha relacion. La pregunta es si tal demostracion
—Ia haya visto el lector o no— es necesaria o si es superflua, en el sentido
de que cualquiera que se plantee si tiene que cumplirse o no concluira que
es necesariamente cierta sin necesidad de argumento alguno.

2. El concepto geométrico de “pendiente” figura hoy en dia incluso en las
seniales de trafico que avisan de la pendiente de una carretera cuando ésta
es muy pronunciada, de modo que es un concepto que puede considerarse
“de dominio publico”, pero, lo conocia Tales?

Respecto a 1., diremos de momento que el principio de la constancia de
la pendiente en una cuesta es, si no intuitivamente evidente, cuanto menos,
empiricamente plausible, en el sentido de que, a poco que uno reflexione sobre
él, se convenceré de que se cumple en la practica aunque no sea capaz de justificar
muy bien por qué, igual que uno se convence de que en verano hace mas calor
que en invierno, aunque no sepa identificar la causa. Y asi es posible que Tales
estuviera convencido de su validez aunque no tuviera ningtin argumento para
justificarlo. En cualquier caso, quienes conocian sobradamente en la practica
este principio eran los antiguos constructores de piramides:

La piramide de Keops fue construida con un seked de 5 palmos y 2 dedos.
Esto significa que los obreros debian asegurarse de que, cada vez que la cons-
truccién de una cara de la piraAmide avanzaba horizontalmente el seked, la altura
debfa aumentar exactamente un codo real.* (Un codo real se dividia en 7 pal-
mos, y cada palmo en 4 dedos, por lo que el seked de la piramide de Keops era
de 5.5 palmos.)

Es claro que el seked era una forma de medir la pendiente de las caras de
una piramide. No es exactamente la pendiente debido a que los egipcios usaban
unidades de medida distintas para el avance horizontal y el ascenso vertical,

4E] codo real egipcio es la unidad de longitud més antigua cuyo valor se conoce con exacti-
tud, pues se han encontrado varias varas de medir egipcias cuyas longitudes oscilan entre los
52.35 cm y los 52.92 cm, por lo que podemos considerar que 1 codo real = 52.5 cm.
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pero la traduccién es simple: un seked de 5 palmos y 2 dedos representa un
ascenso de 7 palmos por cada 5.5 palmos de avance, luego corresponde a una
pendiente de m = 7/5.5 = 14/11 = 1.2727... Los egipcios comprendian que
mantener siempre el mismo seked era una forma de asegurar que las caras de la
piramide fueran planas.

Si los sacerdotes egipcios hubieran conocido el seked con que fue construida
la piramide, habrian podido calcular su altura facilmente, pues el lado mide
440 codos reales, luego para llegar hasta la cima trepando por una cara de
la pirdmide hay que avanzar horizontalmente 220 codos reales, que son 1540
palmos y, como cada 5.5 palmos de avance corresponden con un codo real de
ascenso, al llegar a la cima habriamos ascendido 1540/5.5 = 280 codos reales
(unos 147 metros).

Lo que Tales necesitaba era medir la pendiente m de la recta que une la
punta de la pirdmide con la punta de su sombra, pues podia medir la distancia
AV entre el centro de la base de la piramide y la punta de la sombra:

A s=183.4 S

Conociendo m, la altura de la pirdmide es mAS. Y aqui interviene un
segundo principio geométrico, y es que la pendiente m de una recta esta deter-
minada por su inclinacién, es decir —en este caso— por el dngulo a.

Uno de los dltimos grandes filosofos clasicos fue Proclo, que vividé en el
siglo V de nuestra era, y en una de sus obras atribuye a Tales varios enunciados
geométricos, entre ellos éste:

St dos tridngulos tienen iguales dos de sus lados y también el dngulo
que forman, entonces son iguales.

Supongamos que tenemos dos tridngulos rectangulos que tengan un mismo
adngulo «, como indica la figura:
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Si en los lados del tridngulo mayor marcamos puntos B’ y C’ que hacen que
AB = A'B’ y AC = A’/C’, al unir los puntos B’ y ¢’ se forma un triangulo
ABC que tiene dos lados iguales a los lados correspondientes de ABC y tam-
bién el angulo o que forman, luego ABC = A?’C’, luego en particular ABC
también serd rectangulo y podemos concluir que las rectas AC' y A’C’ tienen
exactamente la misma pendiente.

Ahora s6lo tenemos que suponer que BC' es Tales o su baston, y que AB es
la sombra correspondiente, de modo que « es la inclinacién de los rayos solares.
Admitiendo que todos los rayos solares (en un mismo instante y lugar) tienen
la misma inclinacién — un hecho empiricamente verificable— la conclusion es
que todos los tridngulos formados por un objeto y su sombra tienen la misma
pendiente en un mismo instante y lugar.

Por consiguiente, si Tales midiera, digamos, 1.60 m, su sombra en las con-
diciones que estamos suponiendo mediria 2m, luego la pendiente de los rayos
solares es de m = 1.60/2 = 0.8, luego la altura de la piramide resulta ser de
h=0.8-183.4 = 146.72 m.

El teorema de Tales A raiz de la historia de Tales y la piramide, a finales
del siglo XIX empez6 a llamarse “teorema de Tales” al resultado siguiente:

Si en un tridngulo arbitrario ABC' se traza una paralela B'C' a uno

de sus lados como muestra la figura, entonces el tridngulo A’B'C’
tiene sus lados proporcionales a los del tridngulo dado, es decir:
AB AC BT

AB  AC BCO

Cl

A B' B

La primera prueba conocida de este teorema aparece en el Libro VI de los
Elementos de Euclides, y ninguna fuente antigua lo atribuye a Tales. Por el
contrario, los enunciados geométricos que Proclo atribuye a Tales son de caracter
mucho mas elemental, como que un tridngulo isésceles tiene dos angulos iguales,
o que los angulos opuestos por el vértice son iguales.

Este enunciado resta importancia a la cuestion de si la uniformidad de la pen-
diente en un tridngulo rectangulo puede considerarse intuitivamente evidente,
puesto que, indudablemente, el enunciado general del teorema de Tales requiere
una demostraciéon. Cabe anadir que se conocen textos egipcios y babilénicos
anteriores a Tales en varios siglos que muestran alguna clase de conocimiento
del teorema de Tales, aunque fuera en casos particulares y de una forma vaga,
dando por hecho que determinados segmentos debian ser proporcionales.
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El teorema de Pitagoras Pero analicemos ahora lo que habria requerido
Tales para medir la altura de la pirAmide un dia cualquiera del ano. Si hu-
biera esperado a que las sombras fueran iguales a las alturas de los objetos que
las generan, podria haberse encontrado con la situacién que muestra la figura
siguiente:

N N Inclinacién del sol o = 45
b b S

Y N Altura de tales = 16m
.i\ N

- “ : hS \ ) b Sambra de Tales = 16m

Piramide de Keops ' N ®y Alturn de ln sombra = 146.72 m
N
' -\ s Alturade In picimide = 146.7
] \\ ~
1 2, N
' N A
1 N ..
N
i Rayo de sok\
] \\ \\
1 A ~
N R
' N N
1 ~ .~
N N
: . «_Tales
N
1 N
' \\ o
) ~
'
L R
o G 4.87 67.92

m

Ahora no es posible saber (facilmente) cual es el segmento que une el pico
de la sombra con el centro de la base de la piramide. No obstante, es posible
medir con relativa facilidad las longitudes indicadas en la figura, que son sufi-
cientes para determinar la altura de la sombra y, por consiguiente la altura de
la piramide. Ahora bien, para ello es necesario emplear el teorema de Pitdgoras,
y de nuevo es dudoso que Tales lo conociera con la generalidad necesaria para
haberlo aplicado al problema que nos ocupa. Como sin duda el lector conoceré
el enunciado, intentaremos no aburrirle citando a Raymond Smullyan:

Tenia que explicar el teorema de Pitdgoras
a una clase. Dibujé un tridngulo rectdngulo
en la pizarra con cuadrados en la hipotenusa
y en los catetos, y dije: “Obviamente, el
cuadrado de la hipotenusa tiene drea ma-
yor que la de cualquiera de los otros dos
cuadrados.  Ahora imaginad que estos tres b
cuadrados estdn hechos de oro y os ofrecen el
cuadrado mayor o los dos menores. sQué ele-
giriais? Es interesante que aprorimadamente

b2

la mitad de la clase se decantd por el cuadrado mayor, y la otra mitad por
los dos pequenos. Se inicid una viva discusion y ambos grupos quedaron
sorprendidos por igual cuando les dije que era indistinto.

Sin duda no es intuitivamente evidente si una de las dos opciones era pre-
ferible a la otra, pero nos encontramos ante un ejemplo interesante de cémo
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una afirmacién que no es intuitivamente evidente admite una prueba intuitiva
simplicisima: La figura de la izquierda muestra un cuadrado que contiene cuatro
veces un tridngulo rectangulo arbitrario asi como el cuadrado de la hipotenusa.
Moviendo dos de los tridngulos conseguimos que el mismo cuadrado total con-
tenga los cuatro tridangulos mas los cuadrados de los dos catetos, luego tiene que
ser a® = b? + 2.

c b C b C b

b C b C b C

Volviendo al problema de calcular la altura de la piramide de Keops, en
el ultimo caso tenfamos un tridngulo rectangulo del que podiamos medir los
catetos: 115.18 4+ 14.87 = 130.05 y 67.92. Por lo tanto, la hipotenusa, es decir,
la altura de la sombra, que coincide con la altura de la piramide, es

h = +/130.052 + 67.922 = 146.72.

Nuevamente, la primera demostracién conocida del teorema de Pitagoras se
remonta a Euclides (que da —de hecho— dos diferentes), pero es probable que
Pitagoras conociera una, y no puede descartarse que el resultado fuera conocido
con anterioridad. Ciertamente, los egipcios y los babilénicos conocian casos
particulares del teorema.

Los ntmeros irracionales En el capitulo I introduciremos los conceptos y
resultados geométricos basicos necesarios para demostrar el teorema de Tales y,
sin embargo, la prueba tendré que esperar hasta el final del capitulo IT debido
a un problema técnico que requiere una atencién especial.

Tanto el teorema de Tales como el de Pitdgoras involucran la nocién de
medida de un segmento. Los antiguos griegos tenian una idea muy precisa y
particular sobre qué debe entenderse por “medir” una magnitud (una longitud,
una superficie, un peso, etc.). En particular, tenian claro que toda medicion
es relativa a una unidad de medida prefijada. Asi por ejemplo, si decian que
Pitagoras media 6 pies y un palmo, entendian que su altura equivalia a la de 6
varas de un pie de longitud puestas una a continuaciéon de la otra mas una tltima
vara de un palmo, es decir, de un cuarto de pie. Nosotros dirfamos que la altura
es de 6.25 pies, pero los griegos no conocian los desarrollos decimales, asi que
usaban todo un repertorio de palabras para nombrar fracciones de unidades
(dedos, palmos, codos, etc.) y los mateméaticos usaban fracciones. En este caso
un matemaético griego dirfa que la altura de Pitagoras era de 25/4 de pie.

Implicitamente, los primeros matematicos griegos daban por supuesto que
el resultado de toda medicion tenfa que poder expresarse como una razén (lat.



xvii

“célculo”) entre dos numeros naturales. Ellos entendian el ejemplo que hemos
puesto en estos términos: “la razén de la altura de Pitdgoras con un pie es la
misma que se da entre 25 y 4”.

Mas técnicamente, dada una longitud « y dos ntimeros naturales no nulos
m y n, podemos definir la longitud (m/n)a como la longitud del segmento
que resulta de tomar cualquier segmento s de longitud «, dividirlo en n partes
iguales y sumar una de ellas m veces. Es claro que el resultado no depende del
segmento considerado, sino tinicamente de su longitud, por lo que la longitud
(m/n)a esta bien definida.

Mas atn, es facil convencerse de que no depende exactamente de m y n, sino
tinicamente del ntimero racional = m/n, en el sentido de que si m/n = p/q,
entonces (m/n)a = (p/q)a. Para convencerse de ello, el lector no deberia tener
problemas en jutificar cada una de las igualdades siguientes:

Asi, para cada longitud « y cada niimero racional r > 0, tenemos definida la
longitud ra, de modo que si a es 1 pie, entonces Pitagoras tiene, segiin nuestro
ejemplo, una altura (25/4)« (la longitud que resulta de dividir un pie en cuatro
partes iguales y sumar una de ellas consigo misma 25 veces).

Sin embargo, para los pitagoricos fue traumatico descubrir que, al menos en
geometria, esta forma de medir no siempre funciona: no toda longitud (ni toda
area, etc.) puede expresarse respecto a una unidad prefijada en términos de
una razoén entre dos niimeros naturales. El caso més simple es el que resulta de
considerar el lado [ y la diagonal d de un cuadrado:

l

Supongamos que existe un namero racional r tal que d = rl, es decir, tal que
si tomamos el lado [ como unidad de medida, la longitud de la diagonal es r.
El teorema de Pitagoras nos da entonces que r? = 12 + 12 = 2, pero no existe
ningtn namero racional r con esta propiedad. En efecto, si r > 0 es un nimero
racional, podemos expresarlo como r = a/b, donde a y b son nimeros naturales
que podemos tomar primos entre si. Si 2 = 2, entonces a? = 2b2, luego a? es
par, y esto implica que a es par, digamos ¢ = 2k. Entonces 4k% = 2b%, luego
2k2 = b2, luego b? tiene que ser par, y b también, es decir, llegamos a que a y b
son ambos pares, cuando los habfamos tomado primos entre si.

Asi pues, concluimos que no existe ningin ntmero racional r > 0 que sa-
tisfaga la relacion d = rl, es decir, que no es posible describir lo larga que es
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exactamente la diagonal de un cuadrado estableciendo un nimero n de partes
en las que se puede dividir su lado para que al tomar m de ellas obtengamos
la diagonal. El descubrimiento se atribuye a un pitagoérico, probablemente a
Hipaso de Metaponto, que vivi6 entre los siglos VI y V a.C. La leyenda dice que
fue asesinado como “hereje” por sus camaradas pitagéricos, que lo arrojaron al
mar durante un viaje en barco.

Nosotros expresamos la “herejia” diciendo que la diagonal mide v/2 y que éste
es un numero irracional, pero para los pitagoricos, “irracional” significaba “que
no se podia calcular”, “que no se podia medir”, “que no se podia concebir”, y en
suma, consideraban que la diagonal del cuadrado era “irracional” en el sentido
usual que la palabra tiene hoy para nosotros: era algo absurdo y paradéjico.

Hubo que esperar hasta el siglo IV a.C. para que Eudoxo de Cnido ela-
borara una teorfa de la proporcion puramente geométrica que permitia operar
con magnitudes continuas (longitudes, amplitudes de angulos, éareas, etc.) sin
presuponer que unas fueran conmensurables con otras, es decir, sin presuponer
que las relaciones entre ambas pudieran expresarse en términos de razones entre
nimeros naturales. Euclides dedico el Libro V de sus Elementos a exponer la
teoria de Eudoxo, y nosotros dedicaremos el capitulo II a exponer una versiéon
més proxima a la forma de trabajo moderna que nos permita incorporar los
ntmeros irracionales a la medida de longitudes y de angulos. Soélo entonces
estaremos en condiciones de dar una prueba rigurosa del teorema de Tales.

Areas En la prueba que hemos dado més arriba del teorema de Pitagoras ha
sido fundamental el concepto de drea. Hemos usado que el area de un cuadrado
de lado a es a?, asi como que si una figura de descompone en varias, el 4rea total
sera la suma de las areas de las partes. Los antiguos griegos aceptaban estos
hechos como evidentes, pero eso es susceptible de critica. El ejemplo siguiente
puede resultar ilustrativo:

La figura de la izquierda muestra un tridngulo rectangulo cuyos catetos mi-
den 13 y 5 unidades, respectivamente:

C

Si entendemos que el area de una figura es el nimero de cuadrados de lado
unitario que contiene, entonces podemos razonar que el rectangulo de lados 13
y b tiene area 65, y puede dividirse en dos triangulos iguales al dado en la figura,
por lo que el area del tridngulo sera de 65/2 = 32.5 unidades (cuadradas).

A su vez, el tridngulo dado esté dividido en cuatro piezas A, B, C, D, y
si las reordenamos para disponerlas como se indica en la figura de la derecha,
vemos que cubren un tridangulo igual al inicial salvo por que un cuadrado unitario
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queda sin cubrir, luego ahora el area cubierta es de 31.5 unidades. Asi pues,
tenemos dos argumentos distintos que nos dan dos valores distintos para la
suma de las areas de las cuatro figuras A, B,C, D. Mas aun, podemos calcular
separadamente el drea de cada pieza: A y B son tridngulos, y por el mismo
argumento empleado antes podemos razonar que sus areas tienen que ser de 12
y 5 unidades, respectivamente, mientras que C'y D se descomponen en 7 y 8
cuadrados unitarios, respectivamente, luego ésas tienen que ser sus areas. En

resumern:
A=12, B=5, C=7 D=8,

luego su suma es 32, que no es ni 32.5 ni 31.5.

En realidad lo que sucede es que los “tridngulos” rectangulos grandes de
las dos figuras ni son tridngulos ni son iguales. La figura siguiente muestra el
segmento que une realmente los dos vértices del tridAngulo de la izquierda, y
vemos que el tridngulo auténtico incluye otro tridngulo muy estrecho que no
hemos tenido en cuenta y cuya area resulta ser 0.5.

Similarmente, si hiciéramos lo mismo con el “tridngulo” de la derecha, al
trazar su auténtica hipotenusa veriamos que deja fuera un estrecho triangulo
cuya area resulta ser también de 0.5. Una forma de verlo sin tener que aguzar
la vista es observar que la pendiente de la hipotenusa del tridngulo A es de
3/8 = 0.375, mientras que la del tridngulo B es 0.4, luego hay una diferencia
de 25 milésimas que justifica que las “hipotenusas” no son realmente rectas, pues
no tienen pendiente constante.

Asi pues, este ejemplo es falaz y no prueba nada, pero ilustra una posibilidad
que no podemos descartar a priori: jcémo podemos asegurar que no podria
haber otro par de argumentos (sin falacias) que permitieran calcular el drea de
una misma figura arrojando resultados diferentes?

Una respuesta natural es la que us6 Smullyan para concretar el “problema
pitagorico’™:

Imaginemos que los tridngulos son planchas sdlidas de un grosor fijo
uniforme. Si el cuadrado de lado unitario pesa p gramos, entonces
el drea de una figura puede definirse como su peso dividido entre p.
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Esta definicion de area permite justificar todos los principios que se aceptan
en el calculo de areas, como que si descomponemos una figura en varias, el area
total serd la suma de las areas de las partes, pues sin duda el peso total de la
figura sera la suma de los pesos, o que el area de una figura no se va a alterar
si la movemos, etc.

Mas atn, esta definicion permite desenmascarar cualquier razonamiento falaz
sobre areas, sin més que aplicarlo a un caso concreto que lleve a una conclusiéon
contradictoria e ir pesando todas las figuras involucradas comprobando si lo
que pretende justificar el argumento se cumple o no. Si la conclusion final no
se cumple, habra un punto del argumento en el que se pasara de afirmaciones
comprobadas con la balanza a otra que la balanza desmienta, y ese paso seré
légicamente inaceptable, pues lleva de premisas ciertas a una conclusiéon falsa,
y asi la falacia del argumento quedaré en evidencia.

Por ejemplo, en el caso del problema de los falsos tridangulos, aunque no
hubiéramos detectado la falacia, una balanza probaria que las areas calculadas
de las cuatro piezas A, B, C, D son correctas, mientras que las de los “tridngulos”
grandes no lo serian, lo que llevaria necesariamente a la conclusién de que los
“triangulos” no pueden ser tridngulos.

Cualquier matematico griego antiguo se daria por satisfecho con este argu-
mento, pues los griegos no establecian ninguna distincion entre la fisica y la
geometria méas alla de que cualquier “experimento” geométrico resultara mera-
mente aproximado en la practica por imprecisiones debidas a que, por ejemplo,
no es posible fabricar planchas sélidas con un grosor y una densidad exactamente
uniformes, de forma que la geometria es una idealizacion de la realidad.

Sin embargo, desde un punto de vista moderno resulta inaceptable que un
argumento matematico se apoye explicitamente en principios fisicos sobre el
peso de la materia. Dichos principios exceden lo que podriamos considerar como
principios intuitivamente evidentes. Es evidente que si una recta r es paralela
a otra recta s y s es paralela a ¢, entonces r tiene que ser paralela a ¢: No es
posible concebir otra cosa, es imposible dibujar tres rectas que no cumplan eso.
En cambio, no podemos afirmar que es “intuitivamente evidente” lo que dira
una balanza al pesar una figura. Esto deja dos alternativas: o bien tomamos
como axiomas las propiedades béasicas sobre areas que usamos para calcularlas,
o bien damos una definicién puramente formal de area que valga para cualquier
figura (o, al menos, para cualquier figura “razonable”) y demostramos a partir
de ella los principios que haria falta tomar como axiomas.

Sucede que lo segundo es posible, por lo que la nocién de area resulta ser en
altima instancia un concepto puramente geométrico como cualquier otro de los
que vamos a estudiar en este libro. Sin embargo, este hecho no es evidente en
absoluto, y para probarlo son necesarios razonamientos analiticos que a su vez
requieren reformular previamente la geometria en términos algebraicos. (Véase
el apartado posterior sobre la geometria analitica.)

La cuadratura del circulo En términos modernos, medir el drea de una
figura se interpreta como determinar el nimero (tal vez irracional) que expresa
su proporcién con respecto al area de un cuadrado de lado unitario, pero los
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antiguos griegos concebian el problema de forma ligeramente distinta, pues con-
sideraban que habfan medido un area cuando encontraban un cuadrado con la
misma area. A esto lo llamaban cuadrar una figura.

En el siglo V a.C. Anaxégoras afirmé que el Sol debia de ser mas grande que
toda Europa. Esta y otras afirmaciones del mismo calibre fueron consideradas
sacrilegas y acab6 en prision. Durante su encarcelamiento se planteo el problema
de encontrar un cuadrado con la misma area que un circulo dado. Es la referencia
més antigua que tenemos del problema de la cuadratura del circulo.

Coetaneo de Anaxagoras fue el astronomo Oindpides de Quios que fue uno
de los primeros mateméticos griegos que teorizaron sobre la geometria como
ciencia. Distinguio, por ejemplo, entre “teoremas” y “problemas”; estableciendo
la diferencia en que los teoremas son resultados de interés tedrico, que pueden ser
aplicados en distintas situaciones, mientras que los problemas son resultados més
0 menos interesantes, pero sin aplicaciones subsiguientes. Oinoépides también
considerd que una construccion geométrica “pura” no debia usar mas elementos
que la regla y el compas. En particular, se planteo resolver el problema de la
cuadratura del circulo con regla y compas.

Los griegos no tardaron en aceptar que el area de un circulo es proporcional
al cuadrado de su radio, es decir, que es de la forma S = 72, donde 7 es cierta
constante de proporcionalidad.? Una prueba rigurosa basada en la aproximacion
del area de un circulo por la de poligonos regulares aparece en el libro XII de los
Elementos de Euclides, pero —de un modo u otro— era algo conocido mucho
antes. Asi, un discipulo de Oindpides, Hipocrates de Quios, realizo lo que se
considerd un gran avance en el problema de la cuadratura del circulo al cuadrar
la que hoy se conoce como linula de Hipdcrates.

En general, una linula es una figura formada por los puntos que estan en un
circulo, pero no en otro:

Pero la linula de Hipdcrates es concretamente la que muestra la figura de la
derecha, en la que el circulo mayor tiene su centro en el vértice recto de un
tridngulo rectangulo isosceles y radio igual a sus catetos, mientras que el circulo
menor tiene el centro en la mitad de la hipotenusa y diametro igual a ésta.

5Pero, contrariamente a lo que algunos creen, el uso de la letra griega 7 para nombrarla es
muy posterior, pues fue introducido por Euler.
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Hipoécrates demostrd que el area de la lunula es la misma que la del tridngulo.

En efecto, si llamamos r yR a los radios del circulo menor y mayor, respec-
tivamente, el teorema de Pitagoras nos da que (2r)% = 2R?, luego R? = 2r2.
Ahora usamos que el area de un circulo es proporcional al cuadrado de su radio,
por lo que el area del circulo mayor es el doble de la del menor.

Pero entonces el semicirculo formado por la lanula L y la figura S tiene la
misma area que el cuadrante formado por el tridngulo 7"y la figura S, luego si
a ambas figuras les quitamos la figura S, las areas seguiran siendo las mismas.

u

Este resultado alent6 a muchos matematicos griegos a abordar el problema
de la cuadratura del circulo, aunque sin éxito. Es interesante senalar que, a
pesar del interés que los griegos pusieron en el problema, no se sabe de ninguno
que propusiera una solucién errénea, mientras que a partir de la Edad Media
éstas empezaron a proliferar. Por ejemplo, en 1050, el matematico Franco de
Lieja escribi6 el tratado De quadratura circuli en el que, después de razonar que
tres intentos precedentes de cuadrar el circulo eran incorrectos, proporcionaba
su propio método, que de ser correcto implicaria que 7 = 22/7. Con el tiempo,
aun sin poder justificarlo, los matematicos serios terminaron convenciéndose de
que el problema era imposible, y asi, en 1775, la Academia de Ciencias de Paris
aprobo6 una resolucién por la que los trabajos que se le enviaran con presuntas
soluciones no serian tenidos en consideracion (dado el aluvion de falsas solu-
ciones que enviaban matematicos aficionados). Ya en el siglo XIX, De Morgan
se burlaba de los “cuadradores del circulo” y acuné la expresion morbus cyclo-
metricus para denominar la enfermedad que les incapacitaba para entender la
falsedad de sus argumentos.

El problema fue zanjado definitivamente en 1880, cuando Lindemann de-
mostré que 7 es un namero trascendente [ITAn 10.9], es decir, que no es la raiz
de ningun polinomio con coeficientes racionales. En efecto, un poco antes, en
1837, el matemaético francés Pierre Laurent Wantzel habia demostrado (lo pro-
baremos en 6.16) que las longitudes de todos los segmentos constructibles con
regla y compés son nimeros algebraicos (es decir, que son raices de polinomios
con coeficientes racionales). Por lo tanto, si fuera posible cuadrar un circulo
dado, seria posible construir un cuadrado de area igual a la del circulo de radio
unitario, pero dicho cuadrado tendrfa lado /7, luego por el teorema de Wantzel
/7 tendria que ser un nimero algebraico, y esto a su vez implica [ITAl 8.9]
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que 7 también lo serfa. Por lo tanto, es imposible cuadrar un circulo dado con
regla y compas. Pese a lo cual, los intentos de cuadrar el circulo por parte de
aficionados han perdurado hasta practicamente la actualidad.

Un problema relacionado con la cuadratura del circulo es el de la rectificacion
de la circunferencia, es decir, construir un segmento cuya longitud sea igual a la
de una circunferencia dada. Los griegos sabian que si la superficie de un circulo
de radio r es 7r2, la longitud de su circunferencia tiene que ser 277, con la
misma constante en ambos casos. Aunque esto puede ser justificado de forma
exacta (véase el final de la seccion 5.2 de [ITAn]), un argumento que lleva a
conjeturar esta relacion resulta de considerar la figura siguiente:

%V\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\

Si partimos un circulo en n sectores circulares iguales y los disponemos como
en la parte derecha de la figura, obtenemos una figura de la misma area que es
aproximadamente un paralelogramo de base L/2 y altura r, luego su area seré
aproximadamente 72 = rL/2, de donde L = 27r. De hecho, puede probarse
que cuando el numero n de divisiones tiende a infinito, el area de la figura tiende
ciertamente a 27r, por lo que la conclusion es correcta [ITAn 5.7].

Por consiguiente, la trascendencia de m implica también que es imposible
rectificar una circunferencia con regla y compas, pues rectificar la circunferencia
de radio 1 equivale a construir un segmento de longitud 27 y, si tal cosa fuera
posible, también podriamos dividirlo por la mitad y construir otro de longitud =.

La duplicacién del cubo  Otro famoso problema que se plantearon los griegos
y que no pudieron resolver es el de la duplicacién del cubo. En la ciudad de
Delfos se encontraba uno de los oraculos méas prestigiosos de la antigiiedad, al
que acudian toda clase de gentes que consultaban a los dioses los problemas
més diversos. Los griegos contaban que en cierta ocasiéon los habitantes de la
isla de Delos enviaron una embajada a Delfos para preguntar como poner fin
a una grave plaga que azotaba la ciudad. La respuesta del oraculo fue que
duplicaran el altar del templo de Apolo en Delos, que tenia forma cubica. Los
habitantes de Delos construyeron un nuevo altar mas lujoso con el doble de
arista. Era tipico de los ordculos que formularan sus pronosticos de forma lo
suficientemente ambigua como para que los sacerdotes pudieran cubrirse las
espaldas en caso de fallo,® y en este caso, cuando una segunda delegacién llegd

6Los romanos ponian como ejemplo de “respuesta sibilina” —es decir, de las profetisas que
llamaban “sibilas”— la frase Ibis redibis non morieris in bello, que, segin como se puntiie, se
puede interpretar como “iras, volveras, no moriras en la guerra" o bien como “iras, no volveréas,
moriras en la guerra’.
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a Delfos para protestar por que la plaga no arreciaba, la respuesta que obtuvo
fue que no habian duplicado el altar, sino que el nuevo era ocho veces mayor
que el antiguo.

Confundidos, los arquitectos de Delos fueron a Atenas a consultar a Platon,
que les explicé que para lograr un altar cibico el doble de grande debian mul-
tiplicar la arista del antiguo por la raiz ctibica de 2. Con ello, los sacerdotes de
Delfos habian planteado un problema geométrico que daria mucho que pensar
a los matemaéticos griegos.

Desde la mentalidad moderna, podriamos decir que el problema es trivial
y ya esté resuelto: si tomamos como unidad de medida la arista del antiguo
templo, soélo se trata de construir uno nuevo cuya arista mida /2, pero los
griegos habrian visto tal “solucion” como una tomadura de pelo: en efecto, la
raiz ctibica de 2 es el ntimero cuyo cubo es dos y, ciertamente, ése es el problema,
encontrar la longitud adecuada para que el cubo de dicha arista sea 2. Decir
que la solucion es /2 no es mas que reformular el problema, no resolverlo. Es
verdad que un matemaéatico moderno puede explicarse més y anadir que

V2 = 1.2599210498948731648 . . .

de modo que, si el altar media, por ejemplo, 70 metros de arista, y construian
otro de 70-1.26 = 88.2 metros de arista, el volumen del nuevo altar seria el doble
con un error menor al 0.04%, y que si querian mayor precision solo tenian que
tomar mas decimales. Pero los griegos desconocian los desarrollos decimales vy,
en cualquier caso, quedaba planteado el problema de cémo construir de forma
exacta un segmento de longitud /2. Platon planteé el problema a sus discipulos
y tres de ellos, Arquitas, Eudoxo de Cnido y Menecmo, encontraron formas de
construir ¥/2, pero Platén las critico porque usaban métodos mecénicos que,
segin él, destrufan la principal bondad de la geometria: su elegancia. Platon
pidi6é una construccién que solo usara regla y compaés.

El naimero /2 es algebraico, pues es una de las raices del polinomio z° — 2,
pero Wantzel no sélo habia probado que las longitudes constructibles con regla
y compas tenian que ser algebraicas, sino que, mas precisamente, tenian que ser
raices de polinomios de grado potencia de 2, cosa que no cumple /2, por lo que
Wantzel habia demostrado que el “problema délico” o la “duplicacién del cubo”
es irresoluble con regla y compés.

Euclides A lo largo de los siglos V y IV a.C., la matematica griega —y es-
pecialmente la geometria— fue alcanzando gradualmente un nivel de desarrollo
y sistematizaciéon que no tienen parangédn con el alcanzado por otras culturas
anteriores o posteriores.

Hipocrates de Quios escribi6 el primer libro de texto de geometria del que
tenemos noticia. Se titulaba FElementos, y en él exponia de forma organizada la
geometria bésica. Se sabe que, posteriormente, al menos otros cuatro matema-
ticos escribieron sus propios Elementos, y probablemente fueron perfeccionando
sucesivamente el lenguaje geométrico y la estructura logica de las exposiciones.
Por desgracia todos esos textos se han perdido. Los tinicos Elementos que han
sobrevivido al paso del tiempo han sido los de Euclides, que sin duda deben
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mucho a la labor de sus predecesores. Entre sus fuentes se encuentran textos de
la escuela pitagorica, de la Academia de Platon el propio texto de Hipocrates
y, como uno de sus pilares fundamentales, la teoria de la proporcion de Eudoxo
de la que ya hemos hablado y sobre la que daremos més detalles en el capi-
tulo II. El resultado fue un texto imponente que ha sido considerado durante
siglos como un modelo de rigor matematico, y fue la referencia obligada en la
ensenanza de la geometria hasta principios del siglo XX.

Ahora bien, sin 4nimo de reducir un apice el indiscutible mérito de Euclides,
es necesario senalar que el pretendido rigor l6gicos de los Elementos de Euclides
no lo es tal si lo juzgamos con el nivel de exigencia moderno. En teoria, todos los
resultados demostrados en los Elementos se deducen de cinco “nociones comunes”
y cinco “postulados”. Las nociones comunes son obviedades, como: Cosas iguales
a una misma cosa son iguales entre si o como FEl todo es mayor que la parte.
En cuanto a los postulados, son los siguientes:

1. Se puede trazar un segmento de recta que una dos puntos cualesquiera.

2. Cualquier segmento de recta se puede prolongar indefinidamente en una
linea recta.

3. Dado un segmento, se puede trazar un circulo con dicho radio y con centro
uno de sus extremos.

4. Todos los dngulos rectos son iguales.

5. Si dos rectas cortan a una tercera de modo que la suma de los angulos
internos de un lado es menor que dos angulos rectos, entonces las dos
rectas tienen que cortarse en ese lado si se prolongan lo suficiente.

Vemos que los cuatro primeros son también hechos intuitivamente inmedia-
tos, pero el quinto tiene “otro aire”. La figura siguiente muestra un ejemplo de
la situacion que describe:

Como se cumple que a + 8 es menor que dos angulos rectos, los dos seg-
mentos tienen que cortarse si se prolongan lo suficiente. Antes de analizarlo
con més detalle, insistimos en que es falso que todos los resultados demostra-
dos en los Elementos sean consecuencias logicas de las “nociones comunes” y los
“postulados”.

Por ejemplo, la primera proposicion del libro I indica cémo construir un
tridngulo equilatero que tenga a un segmento dado como uno de sus lados. El
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procedimiento es muy simple: dado el segmento BC, se trazan circunferencias
de centros B y C con radio BC (lo cual es posible por el tercer postulado)
y basta tomar un punto A donde se corten los dos circulos para obtener el

tridngulo equiladtero ABC requerido:

A

Sin embargo, ninguno de los postulados de Euclides justifica que las dos
circunferencias tengan que cortarse. Es intuitivamente evidente que tienen que
cortarse, pero no es consecuencia logica de los postulados de Euclides. Lo mismo
sucede en muchas otras ocasiones. Existen varias axiométicas modernas que
reducen efectivamente todos los teoremas geométricos a unos pocos axiomas
intuitivamente evidentes, pero dichos axiomas son bastante mas amplios que
los postulados de Euclides. Por ejemplo, en 1882 el matematico Moritz Pasch
enunci6 un resultado que no puede demostrarse a partir de los cinco postulados,
y que a menudo se toma como axioma en muchas presentaciones axiométicas
rigurosas de la geometria:

Axioma de Pasch §i una recta no pasa por los vértices de un

tridngulo ABC y corta al lado AB, entonces corta al lado BC o bien
al lado AC.

Sin embargo, la convicciéon de que los cinco postulados eran suficientes para
demostrar todos los resultados probados en los Elementos aumenté la insatis-
faccién con el contraste obvio entre la evidencia de los cuatro primeros y la
sofisticacion técnica del quinto. En sus comentarios a los Elementos, Proclo
ya relata varios intentos de demostrar el quinto postulado a partir de los otros
cuatro, incluyendo una prueba incorrecta debida al famoso astrénomo Clau-
dio Ptolomeo, y los intentos se han repetido infructuosamente durante dos mil
anos. El dnico fruto de tales intentos fue la formulacion de versiones equiva-
lentes del quinto postulado que resultaran algo menos técnicas. Por ejemplo, la
formulacion siguiente es una ligera variante del enunciado reciproco:
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St una recta corta a dos rectas paralelas, entonces los dngulos alter-
nos internos que determina en ellos son iguales.

En la figura siguiente son angulos alternos internos o y o/, asi como 8y 3’

Observemos que esto implica el quinto postulado, pues si a+ 3’ suman menos
de dos rectos, entonces, como « + [ suman dos rectos, los angulos alternos
internos 3 y /3’ no pueden ser iguales, luego las rectas no son paralelas y, como
los dngulos del lado en el que se cortan deben formar parte de un tridngulo, su
suma tiene que ser menor de dos rectos.”

Sin embargo, este enunciado sigue pareciendo que necesita una demostracion
a partir de principios méas simples. Un avance notable se produjo en 1846,
cuando John Playfair publicé sus Elementos de geometria, en los que sustituyo
el quinto postulado por el enunciado siguiente:

Axioma de las paralelas Por un punto exterior a una recta pasa
una unica paralela.

Este enunciado se conoce también como azioma de Playfair. Sucede que es
equivalente al quinto postulado y a la vez puede considerarse indiscutiblemente
evidente como para ser tomado como axioma.® Probablemente, si Euclides
hubiera enunciado en esta forma su quinto postulado, nadie habria considerado
necesario tratar de demostrarlo a partir de los demés, pero los intentos se dieron
y el resultado final fue el descubrimiento de las que se conocen como geometrias
no euclideas, es decir, geometrias distintas de la geometria intuitiva estudiada
por los griegos, y que definitivamente ha quedado vinculada al nombre de Eu-
clides.

Este libro trata inicamente de la geometria euclidea, pero para que el lector
pueda hacerse una idea de la diferencia, si no la conoce ya, consideremos, por
ejemplo, esta afirmacion:

Los dngulos de un tridngulo suman dos dngulos rectos.

Esto es cierto cuando entendemos por “tridngulo” un tridngulo trazado sobre
un “plano euclideo”, es decir, una versiéon ideal, ilimitada de una hoja de papel
extendida sobre una mesa. Sin embargo, es falso si el “plano” en el que se
encuentra el triangulo es, por ejemplo, la superficie de una esfera.

"Puede probarse sin recurrir al quinto postulado que dos angulos de un triangulo tienen
que sumar menos de dos angulos rectos.

8En realidad s6lo es necesario tomar como axioma que por un punto exterior a una recta
pasa a lo sumo una paralela, pues la existencia de al menos una puede ser demostrada.



xxviii Introducciéon

La figura anterior muestra un triangulo esférico que tiene tres angulos rectos.
La geometria de la superficie de una esfera es un ejemplo de geometria no
euclidea. En este punto es importante aclarar que tenemos una geometria no
euclidea si tomamos la superficie de una esfera como sustituto del plano euclideo
y los circulos que pasan por polos opuestos como sustitutos de las rectas, pero —
naturalmente— también es posible estudiar la geometria de la esfera en el marco
de la geometria euclidea considerando en todo momento a las circunferencias
como circunferencias y no como rectas. De hecho, la geometria esférica alcanzo
un alto grado de desarrollo en tiempo de los griegos, principalmente por sus
aplicaciones a la astronomia y a la geodesia.

Eratostenes Uno de los hitos més destacables de la geometria griega en el
campo de la geodesia lo llevd a cabo Eratostenes de Cirene. El rey Ptolomeo
IIT de Egipto lo habia puesto al frente de la Biblioteca de Alejandria. Un dia
Eratostenes tuvo noticia de que, en la ciudad de Siena (la moderna Asuén),
el dia del solsticio de verano a mediodia los objetos verticales no proyectaban
sombra alguna, y que habia un pozo profundo en el cual se veia reflejado el
sol. Por otra parte, Eratostenes constaté que eso no era asi en Alejandria, lo
que interpretd correctamente como la confirmacién de una teoria sobre la que
los filésofos griegos llevaban tiempo especulando: que la tierra no es plana. En
efecto, el hecho de que los palos no dieran sombra en Siena significaba que los
rayos del sol caian verticalmente, y el hecho de que en Alejandria no fuera asi
era justo lo que cabia esperar si la superficie de la tierra es curva.

Admitiendo que la tierra es esférica (que era la conjetura méas extendida
entre los sabios), la situacion es la que ilustra la figura siguiente:
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Supongamos que el dia del solsticio de verano a mediodia plantamos un palo
en Alejandria (que en la figura esta representado a una escala exageradamente
grande para que sea apreciable). Los rayos del sol que llegan a Siena lo hacen
verticalmente, pues no proyectan sombra, y es razonable admitir que los rayos
de Sol que llegan entonces a Alejandria son paralelos a los que llegan a Siena.
En tal caso, el segmento que une la punta del palo con la punta de su sombra
es paralelo al radio de la tierra que llega hasta Siena, y una de las versiones
equivalentes al quinto postulado de Euclides que hemos discutido antes nos
asegura que el angulo a que forma con el palo la recta que une su punta con
la de su sombra tiene que ser igual al angulo que forman los radios terrestres
que terminan en Alejandria y en Siena, pues son angulos alternos internos.
Eratostenes comprendié que midiendo ese angulo podria determinar nada menos
que el tamano de la Tierra.

Asi, un buen dia de solsticio estival, Eratostenes clavé un palo en Alejandria
y midi6 la longitud de su sombra a mediodia. Notemos que para ello ni siquiera
necesitaba un reloj. Soélo tenia que ir midiendo la longitud de la sombra desde
un poco antes del mediodia a pequenos intervalos de tiempo. La longitud més
corta seria la longitud a mediodia.

Eratostenes necesitaba conocer también la medida del palo. Puesto que
podia elegir la que quisiera, es razonable suponer que eligié un nimero “redondo”,
por ejemplo, 5 pies (1.60 m, lo que podia ser la altura de una persona). La
geografia y la astronomia nos permiten asegurar que en tal caso la sombra del
bastén serfa exactamente de 0.62366 pies. Pero Eratéstenes no usaba nuestro
sistema decimal de medidas. Para los griegos, un pie eran 16 dedos, y si en
la regla de Eratostenes los pies estaban subdivididos en dedos, el resultado de
la medida habria tenido que ser de 0.62366 - 16 = 9.978704 dedos, por lo que,
en ausencia de centésimas de dedo en su regla, habria concluido que la sombra
media aproximadamente 10 dedos. Puesto que el bastéon media 5- 16 = 80
dedos, la conclusion final es que la sombra era aproximadamente la octava parte
del baston. El paso siguiente era determinar qué dngulo « forma un tridngulo
rectangulo con el cateto opuesto ocho veces menor que el cateto contiguo:
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Los matematicos griegos sabian construir pentagonos regulares y, calculando
las mediatrices de sus lados (o las bisectrices de sus dngulos) también decagonos
regulares. Si dibujamos un tridngulo rectdngulo con catetos de longitud 1 y
1/8, trazamos la circunferencia que muestra la figura, consideramos el arco que
la hipotenusa determina en ella y vamos copiando el arco sucesivamente, para
construir los dngulos 2« 3a, etc., vemos que 5« es casi indistinguible del vértice
del decagono, mientras que 10 queda muy cerca del vértice del pentagono. En
la figura la diferencia es apreciable, pero hay que tener en cuenta que ha sido
hecha con un ordenador, y cualquiera que haya hecho construcciones “reales”
con regla y compés sabra lo facilmente que se propagan los errores.

Asi pues, es natural que Eratostenes concluyera que « es aproximadamente
la quinta parte del &ngulo abarcado por el lado de un decagono regular, es decir,
1/50 de circunferencia.

Ahora Eratostenes sabia que el arco de circunferencia que une Alejandria con
Siena es 1/50 de la circunferencia terrestre.” El paso siguiente era determinar
la distancia entre ambas ciudades. Eratostenes la estimé en 5000 estadios.
Existen distintas versiones sobre como llego a esta cifra. Una es que pregunto
a mercaderes, otra que contrat6é a unos soldados para que recorrieran el camino
a paso regular. También podia haber sido un dato conocido en la época. Fuera
como fuere, Eratostenes concluyd que la circunferencia terrestre mide 50-5 000 =
250000 estadios.

Pero, jcuanto es un estadio? Para los griegos un estadio eran siempre 600
pasos, pero la longitud del paso podia depender de cada ciudad. Por otro lado,
estaba el estadio egipcio, que media 300 codos reales, es decir, 300-0.525 = 157.5
m. Con este valor, la circunferencia terrestre calculada por Eratostenes es de
250000-0.1575 = 39375 km. Comparado con el valor real, que es de unos 40 000
km, el error es menor del 1.6%, pero si consideramos el estadio atico de 185 m,
que es un candidato mas probable, el resultado es de 46 250 km, con un error
del 15.6%.

Ahora bien, para estimar la precision del calculo de Eratostenes resulta na-
tural aplicarlo a la verdadera distancia entre Alejandria y Siena, que resulta ser
de 843 km. Con este dato, Eratostenes habria concluido que la longitud de la
circunferencia terrestre es de 50 - 843 = 42150, con un error del 5.4%. Esto sig-
nifica que cualquier resultado mas aproximado “seria casualidad”, es decir, una
afortunada compensacion de errores, a la vez que muestra la enorme precision
del procedimiento, pues nadie podria esperar una precisiéon mayor a la hora de
medir el tamano de la Tierra sin més ayuda que un palo.

Eratostenes estim6 también el didmetro de la Tierra, usando para ello la
razon entre la longitud de una circunferencia y su didmetro, que su amigo Ar-

9En realidad hay una inexactitud, y es que Alejandria y Siena no estan sobre el mismo
meridiano, sino que hay una diferencia de 3° de longitud entre ambas, lo que se traduce en
que en Siena es mediodia 12 minutos antes que en Alejandria, por lo que, para ser exacto,
Eratostenes tenfa que haber medido la longitud de la sombra de su bastén 12 minutos antes
del mediodia. Esto es mucho maés dificil, y ademas €l no era consciente de la diferencia de
longitud. Ambas ciudades estan a orillas del Nilo y éste fluye aproximadamente de sur a
norte, por lo que era razonable suponer que ambas ciudades estaban aproximadamente sobre
el mismo meridiano.
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quimedes habia estimado recientemente en 22/7 = 3.142857 ... Si la aplicamos
a la distancia real entre Alejandria y Siena obtenemos un valor de 13411 km,
frente al valor real, que es aproximadamente de 13000 km, lo que supone un
error de un 3%.

En la secciéon 3.5 veremos como otro astréonomo griego, Hiparco de Nicea,
calcul6 la distancia de la Tierra a la Luna en el siglo II a.C.

Secciones cdnicas Una elipsis es una omision de informacién en una frase o
texto, una pardbola es una narracion disenada para que se ajuste a una ensenanza
que se desea transmitir, y una hipérbole es una exageracion. Estas tres palabras
derivan de otras tantas palabras griegas que significan, respectivamente, “que le
falta”, “ajustado” y “que se pasa”, las mismas que en las que se basdé Apolonio
de Perga para clasificar las secciones conicas en tres familias de curvas: elipses,
parabolas e hipérbolas. La primera referencia que se tiene sobre el estudio de
las secciones conicas es més de un siglo anterior al trabajo de Apolonio, pues se
atribuye a Menecmo, el discipulo de Platéon que, como hemos mencionado antes,
traté de resolver a instancias de su maestro el problema de la duplicaciéon del
cubo, para lo cual recurrié a las secciones conicas, es decir, a las curvas que se
obtienen al cortar un cono con un plano.

La figura siguiente muestra lo que tradicionalmente se entiende por un cono
(lat. pina):

Dado un circulo, consideramos la recta perpendicular a su plano que pasa
por su centro, tomamos un punto V' en ella y consideramos la superficie formada
por todos los segmentos que unen V con un punto de la circunferencia. El cono!?
es el solido limitado por dicha superficie (la superficie lateral del cono) y por el
circulo (la base). El punto V se llama vértice, el segmento h que une V' con el
centro de la base es la altura y cualquiera de los segmentos g que unen V' con
un punto de la circunferencia es una generatriz del cono.

Observemos que un cono estd completamente determinado por su altura
y el radio de su base, o también por su altura y su semiamplitud, que es el
angulo a que forma con la altura cualquiera de las generatrices. La amplitud es
el angulo 2a que forman dos generatrices contenidas en un mismo plano.

Los antiguos griegos no trabajaban con objetos ilimitados (no hablaban de
rectas, sino de segmentos arbitrariamente prolongables, etc.), por lo que con-
sideraban conos en el sentido que acabamos de definir, pero, desde el punto

10Mas precisamente, estamos definiendo un cono recto. Un cono oblicuo se define analoga-
mente, pero sin exigir que la altura sea perpendicular a la base.
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de vista moderno, para el estudio de las secciones conicas es preferible llamar
“cono” a lo que més técnicamente se entiende por “superficie conica’:

1
1

Fijada una circunferencia y un punto V en la recta e perpendicular a su
plano que pasa por su centro, un cono en este sentido es la superficie formada
por todas las rectas g que unen V' con los puntos de la circunferencia. El punto V'
se llama vértice del cono y las rectas g se llaman generatrices. La semiamplitud
del cono es el angulo a que el eje e forma con cualquiera de las generatrices.

La diferencia con el “cono clasico” es que un cono en el sentido de “superficie
conica” no tiene base y esta formado por dos “conos infinitos” opuestos por el
vértice.

Las secciones conicas son las curvas que se obtienen como intersecciéon de un
cono con un plano IT que no pase por su vértice. (Si el plano pasa por el vértice,
es facil ver que la interseccion se reduce al vértice, a una recta o a dos rectas
que se cortan en el vértice.) Las caracteristicas de la curva resultante dependen
de lo que podemos llamar dngulo de incidencia 6, que es el angulo que forma
con el eje del cono la perpendicular a IT que pasa por el vértice V:

Si 6 = 0, esto significa que II es perpendicular al eje del cono, y en tal caso ya
hemos visto que la interseccion es una circunferencia. En caso contrario la recta
perpendicular al plano que pasa por V es distinta del eje del cono, por lo que
podemos considerar el plano ¥ que las contiene a ambas, el cual contiene dos
generatrices opuestas del cono (para § = 0 podemos tomar como ¥ cualquier
plano que contenga al eje). La figura siguiente muestra a la izquierda distintos
planos de corte II y a la derecha sus intersecciones con el plano X:
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Menecmo consider6 inicamente el caso en que 6 = «, lo que en la figura de
la derecha se traduce en que la seccion de II es perpendicular a una de las dos
generatrices contenidas en X, y distingui6 tres clases de secciones coénicas segiin
si la amplitud 2« del cono es un angulo agudo, recto u obtuso, pero Apolonio de
Perga demostr6 que cualquier plano que corte a una superficie conica sin pasar
por su vértice determina las mismas curvas que las estudiadas por Menecmo,
asi que no es necesario imponer la condicién de perpendicularidad. Lo tnico
relevante es la relacion entre 8 y a. Esto lo llevd a acunar los nombres de
elipse, pardbola e hipérbola para referirse, respectivamente, a las curvas obtenidas
cuando el angulo de incidencia queda por debajo, se ajusta o sobrepasa el valor
critico dado por el complementario de a.

Para entender la diferencia nos basaremos en el hecho siguiente: si tenemos
un plano IT y una recta que pasa por un punto exterior V es paralela a II,
entonces la recta esta contenida en el plano paralelo a II que pasa por V| pues
si no estuviera contenida en él, lo cortaria en V', y si una recta corta a un plano,
corta a todos sus planos paralelos.

Entonces, en el caso de una elipse, es decir, cuando 0 < § < 7/2 — a, el
plano paralelo a II que pasa por V no corta al cono mas que en el propio V', por
lo que II corta a cada generatriz del cono en un tinico punto, y todos los puntos
de corte estan en el mismo de los dos “conos opuestos” que forman la superficie
conica completa.

En el caso de una pardbola (6 = 7/2 — «), el plano paralelo a II que pasa
por V es tangente al cono, es decir, contiene una tnica generatriz g, por lo que 11
corta en un tnico punto a todas las generatrices excepto a g, y todos los puntos
de corte estan también en el mismo de los dos “conos opuestos".

En cambio, en el caso de una hipérbola (/2 — a < 6 < 7/2) el plano II
corta a los dos conos opuestos que forman la superficie coénica, por lo que cada
hipérbola tiene dos ramas. El plano paralelo a II que pasa por V contiene dos
generatrices del cono, por lo que II corta a todas las generatrices excepto a dos.

Para entender la relaciéon de las secciones cénicas con la duplicaciéon del cubo
conviene dar un salto en la historia para considerar un enfoque de la geometria
que era practicamente desconocido para los griegos:
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La geometria analitica En 1637 Descartes publicoé su famoso Discurso del
método. Es un ensayo sobre la teoria del conocimiento, pero incluyé en él tres
apéndices, el tercero de los cuales se titulaba La geometria. En él introdujo un
nuevo método de trabajo en geometria que permitia reducir los problemas geo-
métricos a problemas puramente algebraicos. En este trabajo esta implicita la
idea de identificar cada punto del plano por dos coordenadas de nimeros reales,
si bien esto solo fue presentado de forma explicita por el matemético neerlandés
Frans van Schooten, quien en 1649 publicé una version en latin con comen-
tarios de La geometria de Descartes, que fue la que realmente difundi6é entre
los mateméticos de la época lo que Descartes habia bautizado como geometria
analitica.

La figura muestra unos ejes cartesianos, de modo que cada punto queda
completamente determinado por un par de coordenadas (z,y), que indican,
respectivamente, el movimiento horizontal y vertical necesario para llegar hasta
el punto desde el origen de coordenadas (el punto donde se cortan los ejes). Por
ejemplo, uno de los puntos representados es el que tiene coordenadas (0.5,1),
es decir, el punto al que llegamos si, partiendo del origen de coordenadas (la
interseccion de los ejes) nos movemos 0.5 unidades hacia la derecha y 1 unidad
hacia arriba:

(x-0.52%+ (y-1)?%=1.25

(0.5, 1)

-1 0 1 2 3 4

En términos de coordenadas (estos hechos los discutiremos en el apéndice A),
cada recta resulta estar formada por los puntos cuyas coordenadas cumplen una
ecuacion de la forma

ax + by = c,

mientras que los puntos de una circunferencia satisfacen una ecuacion de la
forma
2 2
(x—a) +(y_b) =¢

y asi es posible trabajar algebraicamente con curvas mas complejas, muchas de
las cuales serian intratables de otro modo. Por ejemplo, las secciones conicas
estudiadas por Menecmo y Apolonio se caracterizan analiticamente como las
curvas definibles por ecuaciones polinomicas de segundo grado (excluyendo al-
gunos casos triviales que determinan puntos, rectas o pares de rectas, y que se
corresponden de todos modos con las secciones que resultan de cortar un cono
con un plano que pase por su vértice). Por ejemplo, la figura muestra la curva
de ecuacion y? = z, que resulta ser una parabola en el sentido considerado por
Menecmo (teorema 7.19).
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No es posible dibujar secciones conicas con regla y compéas, pero imaginemos
que de algiin modo logramos dibujar la curva y? = z en un papel (més adelante
veremos como hacerlo). Entonces, si trazamos con un compés la circunferencia
de centro (1/2,1) que pasa por (0,0), nos encontramos con que ésta corta a la
parabola en dicho punto (0,0) y otro mas. Las coordenadas (z,y) de estos dos
puntos cumpliran tanto la ecuacién de la parabola como la de la circunferencia,
que resulta ser

(x—1/2)2+ (y— 1) =5/4.

Operando, esta ecuaciéon se reduce a z2 +y% — 2 — 2y = 0 y, si sustituimos en
ella x = y?2, llegamos a la ecuaciéon y* — 2y = 0. La solucién y = 0 nos lleva al
punto (0,0) que ya conociamos, pero si suponemos que y # 0, podemos dividir
y resulta que ¢ —2 = 0, luego el segundo punto de interseccion cumple y = /2,
luego es (z,y) = (V4, V/2).

Por consiguiente, si el cuadrado de la izquierda en la figura anterior es la
base del antiguo templo de Apolo, el cuadrado de la derecha es la base de un
templo con el doble de volumen que el anterior y asi queda resuelto de forma
exacta el problema de la duplicaciéon del cubo.

Pero la soluciéon supone que somos capaces de trazar parabolas en un pa-
pel. Podriamos decir que Menecmo resolvié el problema de forma teorica, en el
sentido de que precisd “como es de grande exactamente” la raiz ctubica de 2 en
términos de curvas definidas a partir de conos. Por esta razon, los griegos llama-
ron “construcciones s6lidas” a las construcciones geométricas que involucraban
secciones conicas u otras curvas definidas a partir de “solidos” (figuras tridimen-
sionales). No obstante, el estudio ulterior de las secciones conicas'! mostré que
poseen muchas propiedades insospechadas, algunas de las cuales dan lugar a
diversos procedimientos mecénicos sencillos para construirlas en la practica, no
tGnicamente con regla y compas, ciertamente, pero si con poco mas que eso, por
ejemplo, veremos que es posible trazar de forma exacta una parabola con una
regla fijada a una ranura y una cuerda.

Los griegos sabfan que muchos problemas geométricos que se resistian a ser
resueltos con regla y compéas pueden resolverse en términos de curvas que admi-
ten una definicidn tedrica precisa, aunque su trazado practico sea problematico.
De hecho, las secciones conicas no fueron las primeras curvas empleadas con
este fin, sino que, hacia 420 a.C., mucho antes que Menecmo las introdujera,
Hipias de Elis estudio la curva que hoy se conoce como trisectriz de Hipias, (la
estudiaremos en la seccion 6.6) y que es la primera curva de cuyo estudio se tiene
constancia, dejando aparte la circunferencia. Con ella logré resolver el tercer
problema clasico que se resistié a la regla y el compas (junto con la cuadratura
del circulo y la duplicacion del cubo), a saber, la triseccion del dngulo.

Es facil dividir un angulo dado en dos édngulos iguales con regla y compas,
mientras que dividirlo en tres partes iguales parecia imposible. De hecho, al
mismo tiempo que probé la imposibilidad de la duplicacién del cubo con regla

11 Euclides escribié cuatro libros sobre secciones cénicas, pero fueron mejorados por Apolonio
de Perga, que los completé6 con otros cuatro maés, y sus ocho libros se convirtieron en la
referencia habitual, por lo que la obra de Euclides no tardé en perderse.
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y compas, Wantzel demostré con su mismo criterio la imposibilidad de —por
ejemplo— trisecar con regla y compéas un édngulo de 60°. Sin embargo, Hipias
probé que cualquier 4ngulo podria ser trisecado si podemos dibujar la trisectriz
que hoy lleva su nombre. Méas atn, la misma curva se conoce también como
cuadratriz de Dindstrato porque Dindstrato (hermano de Menecmo) probd que
con ella era posible cuadrar el circulo.

Naturalmente, aunque estos problemas se abordan mas claramente en tér-
minos de la geometria analitica, los griegos lograron enfrentarse a ellos sin su
ayuda. El estudio de la geometria sin recurrir a la geometria analitica, es decir,
sin asignar coordenadas a los puntos ni operar con las ecuaciones que satisfacen
las coordenadas de cada figura, se conoce como geometria sintética. La geo-
metria analitica y la geometria sintética son, pues, dos formas alternativas de
abordar unos mismos objetos de estudio. A menudo se complementan, en el
sentido de que en algunas ocasiones una demostracion analitica de un resultado
resulta mucho més clara e ilustrativa que los argumentos sintéticos alternativos,
mientras que en otros casos sucede justo lo contrario, es decir, que los argu-
mentos analiticos se convierten en una manipulacién farragosa de ecuaciones
que, por una serie de “coincidencias aparentemente milagrosas” nos llevan a la
conclusién, mientras que los argumentos sintéticos muestran realmente por qué
las “coincidencias” no eran “casuales”.

Hay algunos contextos en los que el enfoque analitico es imprescindible.
Por ejemplo, la caracterizacion de Wantzel de la constructibilidad con regla y
compas depende esencialmente de considerar los puntos del plano, no ya como
pares de numeros reales (z,y), sino como numeros complejos « + yi. En este
libro haremos hincapié principalmente en el enfoque sintético, pero usaremos
técnicas analiticas cuando claramente sean preferibles.

Muchos textos de geometria analitica parten de definiciones algebraicas de
los conceptos de “punto”; “recta”; “segmento”; etc., de modo que no es evidente
que se correspondan con los conceptos intuitivos que estudiaremos en este libro.
Por ello dedicamos el apéndice A a probar que los conceptos sintéticos satisfacen
las propiedades algebraicas que pueden tomarse como definiciéon alternativa.
Ademaés, esto nos permitira a su vez remitir al lector al apéndice A de [ITAn],
donde se presenta una definiciéon analitica puramente formal de area de una
figura plana que justifica todas los argumentos sintéticos elementales que se
emplean en el calculo de areas sin necesidad de recurrir a conceptos fisicos como
el de “peso”.

Arquimedes En una panoramica de las contribuciones de los griegos a la
geometria no puede faltar el nombre de Arquimedes de Siracusa. Cinéndonos a
sus trabajos relacionados con el contenido de este libro, ya hemos mencionado
que estimo la razon entre la longitud de una circunferencia y su didmetro (véase
el final de la seccion 5.2 de [ITAn|) con las desigualdades

227 22
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También prob6 que el area de una elipse de semiejes a y b viene dada por wab.
Esto prueba que las elipses, al igual que el circulo, no son cuadrables con regla y
compés, pero, sorprendentemente, Arquimedes prob6 que si es posible cuadrar
con regla y compés la region limitada por una parabola y una de sus cuerdas.
Esto lo probaremos en 7.27.

En su estudio de la cuadratura del circulo, Arquimedes defini6 lo que hoy
se conoce como la espiral de Arquimedes, que es la trayectoria que describe un
punto que se mueve sobre una barra giratoria desplazandose por ella a la misma
velocidad que gira la barra.

Es claro entonces que cada vez que la barra da una vuelta completa el punto
ha avanzado una distancia 27, luego si podemos trazar en un papel una espiral
de Arquimedes, a partir de ella podemos cuadrar el circulo. Sin embargo, no hay
forma de ajustar el movimiento circular y el rectilineo para trazar una espiral de
Arquimedes sin contar de antemano con una forma de calcular 7. No obstante,
hay una variante de la espiral de Arquimedes que es facil de trazar y resuelve
igualmente el problema de la cuadratura del circulo:
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Basta fijar una cuerda a un disco solido y hacerla girar para que se enrolle
alrededor del disco. Al cabo de una vuelta completa, el extremo habré cortado
a una tangente al disco en dos puntos separados por una distancia 27r.

En realidad, desde un punto de vista puramente tebrico, construir m de este
modo es esencialmente lo mismo que enrollar un hilo alrededor de un circulo
y luego extenderlo sobre una recta, pero el trazado de la espiral evita muchos
inconvenientes obvios que dan lugar a grandes imprecisiones si se intenta llevar
esta idea a la practica.

Mas alla de los griegos Aunque buena parte de los resultados probados en
este libro eran ya conocidos por los antiguos griegos, lo cierto es que la geome-
tria euclidea ha avanzado mucho desde entonces, y aqui probaremos también
resultados mas modernos. El méas reciente de todos es el teorema de Kosnita
(teorema 5.28), que aparecié publicado por primera vez en 1997. En las paginas
siguientes el lector encontrara también algunas contribuciones a la geometria
de Fermat, Pascal, Euler, Feuerbach, Desargues y muchos mas, e incluso un
resultado atribuido a Napole6n Bonaparte.



Capitulo 1

El plano euclideo

La palabra geometria significa “medida de la tierra”, un reflejo de que los
primeros problemas geométricos que abordé el ser humano eran del estilo de
determinar la magnitud de un terreno, o especificar inequivocamente qué terri-
torio pertenecia a cada individuo, etc. Sin embargo, del mismo modo que la
aritmética propiamente dicha (es decir, “la ciencia de los niimeros”) surgié en el
momento en que los hombres entendieron que el hecho de que tres cabras més
dos cabras hacen cinco cabras podia expresarse en general, como que 3+ 2 = 5,
donde es irrelevante que los nimeros sumados representen cabras, drboles o pie-
dras, la geometria propiamente dicha surgié cuando entendieron que cualquier
descripcion de un terreno, o cualquier figura trazada en el suelo, o en una tablilla
de arcilla, o en un papiro, puede entenderse como un hecho abstracto sobre “el
plano”, un plano ideal que no esta hecho ni de tierra, ni de arcilla, ni de papiro,
igual que los nimeros no estan hechos de carne, ni de madera ni de granito.

En latin, calculus significa “piedrecita”, y asi “calcular” es operar con piedre-
citas, porque las piedrecillas pueden usarse en la practica para llevar a cabo un
célculo aritmético a modo de representacion concreta de los ntiimeros abstractos
(lo cual es particularmente util en ausencia de un sistema de numeracion po-
sicional). Similarmente, la arena de la playa, una pizarra o una hoja de papel
pueden usarse en la practica para llevar a cabo construcciones geométricas a
modo de representaciones concretas del plano geométrico abstracto.

Ahora bien, del mismo modo que las piedrecillas de un monton de piedre-
cillas terminan acabédndose, mientras que los ntimeros no se acaban nunca, una
hoja de papel, e incluso la arena de una playa, tienen sus limites, mientras que el
plano geométrico ideal es ilimitado. Igual que si nos vemos obligados a interrum-
pir un calculo “por falta de piedras” no debemos deducir de ahi que el calculo es
irrealizable, sino que “necesitamos més piedras”, si nos vemos obligados a inte-
rrumpir una construccién geométrica porque se nos sale de los limites del papel,
no debemos deducir que la construcciéon es irrealizable, sino que “necesitamos
un papel mayor”.

Hablamos de “el plano” porque aqui vamos a estudiar iinicamente geometria
plana. Los antiguos egipcios construyeron grandes monumentos funerarios con
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forma de piramide, y las figuras geométricas necesarias para su diseno no caben
en “el plano”. Si quisiéramos estudiar la geometria tridimensional, es decir, la
geometria del espacio, tendriamos que hablar de “el espacio” geométrico ideal
en lugar del plano.

1.1 Puntos y rectas

Si usamos la hoja en la que esté impreso este texto como aproximacién razo-
nable concreta de un plano geométrico ideal, en la figura podemos ver algunos
ejemplos de los objetos basicos que los que vamos a hablar en este libro: una
recta r y dos puntos A y B. El concepto de “recta” es un concepto intuitivo.
No es posible explicar con palabras en qué se diferencia una linea recta de otras
lineas curvas, igual que no es posible explicar con palabras la diferencia entre el
color rojo y el color verde, pero seguro que el lector sabe distinguir una recta
de una curva igual que sabe distinguir un color de otro.!

Como sucede con los planos, ninguna representacion “fisica” de una recta
se corresponde exactamente con el concepto geométrico ideal de linea recta.
Por una parte, hay que entender que las rectas son ilimitadas, es decir que,
aunque, necesariamente, sélo podemos representar un fragmento de cada recta,
si prolongamos un fragmento de recta tendremos una porcién mayor de la misma
recta 7 y no “otra recta mayor”. Por otro lado, aunque cualquier trazo “real”
que pretenda representar una recta tendra necesariamente un cierto grosor, hay
que entender que las rectas ideales no tienen grosor alguno.

Similarmente, aunque hayamos representado los puntos A y B como dos
pequenos circulos, en realidad hay que entender que un punto carece de exten-
sion, de modo que si amplidramos (idealmente) més y més la figura anterior,
podriamos ver los puntos A y B cada vez més alejados entre si, pero nunca los
veriamos “més grandes”, porque los puntos no tienen tamano. Solo tienen —o,
mas precisamente, s6lo son— una posiciéon en el plano perfectamente definida.

De entre las propiedades evidentes de los puntos y las rectas, es especialmente
notable la que Euclides tom6 como el primero de sus postulados:

Por dos puntos distintos pasa una unica recta.

1Esto no quita para que, en la practica si miramos la linea del horizonte donde el cielo
se junta con el mar, no podamos distinguir si estamos viendo una linea recta o un arco de
una circunferencia enorme, como es realmente el caso, pero entendemos perfectamente el
significado de la frase “aunque la linea del horizonte parezca recta, en realidad es un arco de
circunferencia” y todas las consecuencias que ello conlleva.
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Asi, si en la figura anterior solo estuvieran representados los puntos A y B,
pero no la recta r, siempre podriamos recuperarla sin més que usar una regla,
y el resultado seria necesariamente la recta que vemos dibujada. No hay otra
posibilidad. Esto justifica que usemos la notaciéon AB para referirnos a la tnica
recta que pasa por los puntos (distintos) A y B.

Una recta divide al plano en dos semiplanos. En la figura, uno de los se-
miplanos determinados por la recta r es el que contiene los nombres “r” “A” y
“B” y el otro —el que no los contiene— es el semiplano opuesto. La recta r es
la frontera de ambos semiplanos. Asi, cada recta contenida en un plano es la
frontera comin de dos semiplanos opuestos.

Similarmente, cada punto situado sobre una recta la divide en dos semirrec-
tas. En la figura anterior, el punto A determina dos semirrectas en la recta r,
una contiene al punto B y otra, la semirrecta opuesta, no lo contiene. El punto
A es el origen de ambas semirrectas. Cada punto contenido en una recta es el
origen comun de dos semirrectas opuestas.

O e—

La figura muestra en colores distintos los dos semiplanos determinados por
una recta r, asi como una semirrecta s con origen en el punto O.

Representaremos por ﬁ a la tunica semirrecta de origen A que contiene
al punto B. Notemos que, en efecto, los puntos (distintos) A y B determinan
una tnica recta, y A determinaré en ella dos semirrectas, de las cuales s6lo una
contendré al punto B.

Por tltimo, representaremos por AB al segmento (lat. “corte”) de extremos
Ay B, es decir, a la porcién de recta que contiene a todos los puntos situados
entre A y B. También es claro que dos puntos distintos determinan un tnico
segmento, y ello justifica que usemos la notaciéon AB para referirnos a él.

La figura siguiente muestra una semirrecta s = E y un segmento t = CD.
Obviamente, si tenemos identificados dos puntos A y B en el plano, podemos
usar una regla para trazar la semirrecta AB o el segmento AB sin méas que
dibujar tinicamente la porcion correspondiente de la recta AB.
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Igualdad y coincidencia La imagen siguiente muestra cinco figuras geomé-
tricas:

Seguro que el lector entiende lo que queremos decir si afirmamos que la fi-
gura A es igual a la figura B, asi como que ambas son distintas de la figura D.
Este uso de la palabra “igual” difiere del habitual en matemaéticas, pero es tradi-
cional en geometria. En el lenguaje matematico moderno usual, se dice que dos
objetos son iguales cuando son idénticos, cuando son una misma cosa, cuando
tienen exactamente las mismas propiedades. En este sentido, las figuras A y B
no son iguales, pues ocupan posiciones distintas en el plano, y podemos hablar
de puntos que estan en A pero no en B, y viceversa.

Sin embargo, en el lenguaje geométrico tradicional se dice que dos figuras
son iguales cuando son indistinguibles salvo por su posicién en el plano. Si en
el plano solo estuviera representada una de las figuras A o B, no podriamos
saber si estamos viendo A o B, y en ese sentido ambas son (geométricamente)
iguales. No vale decir que A y B se distinguen porque A tiene un lado horizontal
y B no, porque eso depende de nuestro punto de vista. Si giramos ligeramente
este libro, podemos ver la figura B con un lado horizontal, igual que vemos la
figura A si miramos el libro en la posicion “natural” de lectura. Pero “la posicion
del libro”, que permite distinguir una vista de otra, queda fuera de la nocion de
plano ideal, ilimitado, no vinculado a libro alguno.?

Cuando en geometria se quiere expresar que dos figuras son iguales en el
sentido del lenguaje matematico moderno, es decir, que se trata de exactamente
la misma figura, se dice que ambas son coincidentes. Por el contrario, cuando se
quiere expresar la nocion tradicional de igualdad en geometria en el contexto de
la matemaética moderna, se dice que dos figuras son congruentes. En resumen,
tenemos las equivalencias siguientes:

Lenguaje geométrico tradicional | Lenguaje matematico moderno
igualdad congruencia
coincidencia igualdad

2En general, palabras como “izquierda”, “derecha”, “arriba”, “abajo”, “horizontal”, “vertical”,

etc. no tienen un significado objetivo atribuible a los objetos a los que las aplicamos, sino que
su significado depende también de nuestro punto de vista.
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Por regla general, aqui adoptaremos el lenguaje geométrico tradicional, segin
el cual:

Dos figuras son iguales si superpuestas coinciden.

Esto hay que entenderlo como que si hacemos una “copia” de una de ellas en
un “plano de plastico transparente”, desplazando éste podemos superponerla a
la otra de modo que coincidan exactamente.

Segun esto, las figuras A y E no son iguales, porque no pueden superpo-
nerse. Equivalentemente, podemos distinguirlas por una cualidad distinta de su
posicion en el plano: la figura A es “la pequena”’, mientras que la figura F es “la
grande”. Es cierto que si s6lo viéramos una de las dos no podriamos saber cudl
es, pero si viéramos una al lado de la otra, sabriamos que la pequena es A y la
grande es F.

Ahora bien, json iguales las figuras A y C?7 Si en el plano s6lo estuviera
representada una de ellas, jpodriamos saber si es A o C7 Si ambas estuvieran en
dos “capas planas superpuestas” y trataramos de deslizar una para superponer
Ay C, no podriamos, pero si se nos permite “dar la vuelta” a una de las
capas, lo que hacemos al pasar pagina en un libro, entonces si que podriamos
superponerlas. Equivalentemente, si suponemos que el plano es “transparente”
y que podemos mirarlo por cualquiera de sus dos caras, no podemos distinguir
Ay C (incluso si estuvieran ambas representadas en él) si no sabemos por qué
cara estamos mirandolo. La imagen que ofrece A vista desde una cara del plano
es idéntica a la que ofrece C vista desde la cara opuesta, y viceversa.

En el sentido geométrico tradicional, se considera que las figuras A y C si
que son iguales, es decir, que a la hora de superponer dos figuras, se admite la
posibilidad de “darle la vuelta” al plano. A veces, cuando se quiere expresar que
dos figuras se pueden superponer sin necesidad de “recurrir al truco de darle la
vuelta al plano” o a “mirarlo desde la cara opuesta”, se dice que las figuras son
idénticas.

Asi, en el sentido geométrico, podemos decir que todos los puntos son iguales
(e incluso idénticos), pues cualquier punto se puede hacer coincidir con cualquier
otro con una traslacion adecuada. Incluso todas las rectas y todas las semirrectas
son iguales entre si, pero ya no ocurre lo mismo con los segmentos. Estudiaremos
este caso en la seccién siguiente.

1.2 Segmentos

Si queremos “copiar” un segmento en una posicion diferente del plano, no
necesitamos calcarlo en otra lamina y deslizarla hasta la posiciéon deseada, sino
que nos basta con una regla y un compés. Més precisamente:

Problema 1.1 Dados un segme@@ y una semirrecta s de origen A’, en-
contrar un punto B' en s tal que AB = A’B’.
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Al

1. Situamos las puntas del compés en los puntos A y B.

2. Con esa abertura, situamos una punta del compas en A’ y marcamos el
punto B’ que alcanza la otra punta sobre la semirrecta s. L]

Es evidente que el segmento A’B’ obtenido de este modo es tnico, es decir:

Teorema 1.1 Para cada segmento s, existe un tunico segmento s’ igual a s que
tiene un extremo en el origen de una semirrecta dada y el otro extremo en otro
punto de la semirrecta.

Esto nos da un procedimiento para comparar segmentos: si tenemos dos
segmentos AB y CD, puede no ser obvio si son o no iguales. Una forma de
decidirlo es transportarlos a una misma semirrecta con un extremo en su origen.
Por la unicidad que acabamos de sefialar, se cumplira AB = CD si y sélo si los
segmentos transportados coinciden.

Llamaremos longitudes a los segmentos cuando hacemos abstraccion de su
posicién en el plano, es decir, diremos que dos segmentos representan la misma
longitud (en la practica diremos que “tienen” la misma longitud) si son iguales
(en el sentido geométrico).

En estos términos podemos afirmar que dos segmentos situados sobre una
misma semirrecta con un extremo en su origen tienen la misma longitud si y
sblo si son coincidentes.

Maés atn, es evidente que dos segmentos situados sobre una misma semirrecta
con un extremo en su origen tienen que estar uno contenido en el otro. Esto nos
permite definir que una longitud « es menor que otra S (y lo representaremos
por a < 3) si al considerar segmentos de longitudes @ y 8 sobre una misma
semirrecta con un extremo en su origen, el de longitud « esta contenido en el
de longitud S (sin excluir que coincidan).

En la practica aplicaremos la relacién < tanto a longitudes abstractas como
a segmentos concretos, de modo que si unos segmentos s y t tienen longitudes
«a vy [, escribiremos indistintamente s < ¢t o a < 3. La notaciéon s < t (0 a < B)
indicard que a < 8y ademés a # .

Por ejemplo, en la figura siguiente vemos que AB < AC, porque ambos
segmentos estan situados sobre la misma semirrecta E con un extremo en su
origen y el segmento AB esta estrictamente contenido en AC'.
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A B C

Es evidente que esta relacion no depende de los representantes elegidos de
las longitudes, asi como que satisface las propiedades generales de una relacion
de orden incluidas en el resumen 1.1 de [ITAl].

Circunferencias Dados un punto O y un segmento r = AB, podemos abrir
las puntas de un compas hasta situarlas sobre A y B, luego llevar una punta
hasta el punto O y hacer girar la otra manteniendo fija la punta situada sobre O.
Entonces la otra punta recorre los extremos de todos los segmentos posibles
iguales a r con un extremo en O. Dichos puntos forman la curva que se conoce
como circunferencia (lat. circumferre “llevar alrededor”) de centro O y radio .

C B

AT

Una circunferencia divide al plano en dos regiones. La que contiene al cen-
tro O se conoce como circulo de centro O y radio r y sus puntos se dicen
interiores a la circunferencia, mientras que los puntos de la parte opuesta se
llaman exteriores. Cualquier segmento que una el centro O con un punto C
de la circunferencia se llama radio de la circunferencia. En este sentido, una
circunferencia tiene infinitos radios distintos, pero, dado que todos tienen la
misma longitud, también podemos hablar de “el radio” de una circunferencia,
cuando pensamos en éste, no como un segmento en concreto, sino como en una
longitud abstracta.

Dos puntos distintos A y B situados en una circunferencia dividen a ésta
en dos partes llamadas arcos. El segmento AB es la cuerda comun a los dos
arcos opuestos con dichos extremos. Las cuerdas que pasan por el centro de
la circunferencia se llaman didmetros (gr. “medida transversal”). Los extremos
de un didmetro se dicen puntos diametralmente opuestos en la circunferencia,
como es el caso de los puntos A y A’ en la figura siguiente:

didmetro
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Suma de longitudes Dadas dos longitudes o y 8, podemos tomar segmentos
que las representen con un extremo en comun y situados en semirrectas opues-
tas respecto a él. La longitud del segmento determinado por los extremos no
comunes se llama suma de las longitudes o y 8 y la representaremos por a + .

Por ejemplo, en la figura siguiente, la longitud del segmento AC es la suma
de las longitudes de los segmentos AB y BC', porque tienen un extremo comun B
y estan situados en semirrectas opuestas respecto de B.

A B C

Es evidente que la suma de dos longitudes no depende de los representantes
elegidos para calcularla, por lo que tenemos definida una operacién sobre las
longitudes, y es facil convencerse de que cumple las propiedades conmutativa y
asociativa:

a+pB=p8+a, (@+B)+y=a+(B+7).

Por ejemplo, la propiedad asociativa expresa que, en la figura siguiente, es irre-
levante si primero hemos sumado « + 8 y luego hemos sumado - o si primero
hemos sumado S + v y luego a:

—% o B =Y=
A B C D

También es claro que los sumandos son simplificables, es decir, que si tenemos
a+ = a4+, entonces =, asi como que si a < 3, entonces a + v < 34 .

En este punto es préctico introducir un convenio adicional: vamos a consi-
derar también una longitud nula 0 cuyos representantes son los puntos, y con-
vendremos a su vez que, para cualquier longitud «, se cumple que 0 < o y que
a+0=04+a=oa.

Todas las propiedades de la suma que hemos mencionado siguen siendo vali-
das, y ahora es més comodo dar una definicién de resta de longitudes. Simple-
mente, dadas dos longitudes no nulas « y 8, definimos su resta como la longitud
del segmento que resulta de considerar dos segmentos de longitudes a y 8 con
un extremo en comin situados sobre una misma semirrecta respecto de este y
formar el segmento determinado por sus extremos no comunes. La longitud de
este segmento es la resta de los segmentos dados. Si f < « la representaremos
por a — .

Notemos que si a = 3, entonces los extremos no comunes de los segmentos
considerados son iguales, por lo que hay que entender que el segmento que
determinan es un punto y que o — 3 = 0. Convenimos también que @ — 0 = «av.
Es claro entonces que a + (8 — a) = .

Por ejemplo, si, en la figura siguiente, los segmentos AB y AC tienen longi-
tudes o y 3, respectivamente, entonces o — 3 es la longitud de C'B, pues los dos
segmentos tienen el extremo A en comidn y estdn sobre una misma semirrecta
de origen A:
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El problema siguiente resume el contenido de este apartado:

Problema 1.2 Determinar la suma y la resta de dos segmentos AB y CD.

A B
. ?
C D
—
.A| LD" lB| LD'
v h T T

Podemos suponer que CD < AB.

1. Trazamos cualquier semirrecta. Llamamos A’ a su origen.
2. Situamos las puntas del compas sobre los puntos A y B.

3. Con esa abertura, situamos una punta en A’ y marcamos el punto B’
alcanzado por la otra punta sobre la semirrecta trazada anteriormente.

4. Situamos las puntas del compas sobre los puntos C' y D.

5. Con esa abertura, situamos una punta en B’ y marcamos los dos puntos
D’ y D" alcanzados por la otra punta sobre la semirrecta. Digamos que
D" es el situado en la semirrecta B’A’ y D’ el situado en la semirrecta
opuesta.

Entonces AD’ es la suma de los segmentos dados, y A’D" es la resta. m
Intersecciones entre circunferencias Consideremos dos puntos distintos
Ay B, elijamos un punto C en el segmento AB y otro D en el segmento
CD. Si trazamos las circunferencias ¢ y d de centros A y B y radios AC'y BD,

veremos que —necesariamente— las circunferencias no tienen puntos en comin,
ni tampoco los circulos que determinan:

na
\_
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Esto serd asi para cualquier eleccion de C'y D tal que AC + DB < AB
0, dicho de otro modo, siempre que los radios r1 y r2 de los circulos cumplan
r+ry < AB.

Ahora bien, si vamos moviendo el punto D hasta que coincida con C, en
ese momento, es decir, cuando r; + ro = AB, las dos circunferencias tienen
exactamente un punto en comin C' = D y se dice que son tangentes exteriores
(lat. “que se tocan”).

A Y 8
%

Si seguimos aumentando el radio ry, de modo que r; +r5 > AB, observamos
que las circunferencias pasan a tener dos puntos en comun, uno en cada semi-
plano determinado por la recta AB, y entonces se dice que son secantes (lat.
“que se cortan”):

N/

y esto sigue siendo asi hasta que D coincide con el punto diametralmente opuesto
a C en la circunferencia de centron A, en cuyo caso D vuelve a ser el Gnico punto
en comin entre ambas circunferencias, que pasan a ser tangentes interiores, y
el circulo menor queda completamente contenido en el mayor:

N
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Esto sucede cuando AB = ro — 1. Si aumentamos mas 7, de modo que
Pty )
ro — 11 > AB, las circunferencias dejan de tener puntos en comun.

En resumen, hemos obtenido lo siguiente:

Teorema 1.2 Dos circunferencias de centros A y B y radios r1 < ro, respecti-
vamente son:

1. Disjuntas (no tienen puntos en comin) cuando se cumple 11 +ro < AB
o bienro —ry > AB,

2. Tangentes (tienen un punto en comiin) cuando AB = ry £ 11,

3. Secantes (tienen dos puntos en comin) cuando ro —r1 < AB < ri+7s.

Triangulos Se dice que tres o més puntos estan alineados cuando estan con-
tenidos en una misma recta. (Notemos que dos puntos siempre estan alineados.)
Si tres puntos A, B, C no estan alineados, los segmentos que los unen forman la
figura conocida como tridngulo.

b a

AS— C °B

Escribiremos ABC para representar el tridngulo de vértices (lat. “cumbre”)
A, B,C. Los segmentos a = BC, b = AC, ¢ = AB se llaman lados del triangulo.

Es costumbre llamar a cada lado de un tridngulo con la misma letra que
su vértice opuesto, pero mintscula. Como en el caso de una circunferencia, un
tridngulo también permite dividir los puntos del plano en puntos interiores y
exteriores.

Ahora observamos que, dado cualquier triangulo ABC', la circunferencia de
centro A y radio b corta a la circunferencia de centro B y radio a en el punto C":
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Ademas, las circunferencias no pueden ser tangentes, pues en tal caso el
punto de tangencia C estaria en la recta AB, pero los puntos A, B, C no estan
alineados. Por lo tanto, el teorema 1.2 nos da las desigualdades a—b < ¢ < a+b.
Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 1.3 Un lado de un tridngulo es siempre menor que la suma de los
otros dos y mayor que su diferencia.

Reciprocamente, tres longitudes que cumplan estas condiciones son siempre
los lados de un triangulo. Para entender la situacién con precision conviene
analizar primero la construccion siguiente:

Problema 1.3 Dadas tres longitudes a, b, c tales que a—b < ¢ < a+b, construir
un tridngulo ABC' cuyos lados tengan longitudes a, b, c.

Dados tres segmentos de longitudes a, b, c:

1. Tomamos cualquier semirrecta y llamamos A a su origen.

2. Transportamos el segmento de longitud ¢ hasta un segmento AB contenido
en la semirrecta.

3. Trazamos la circunferencia de centro B y radio a.

4. Trazamos la circunferencia de centro A y radio b, que cortara a la anterior
en dos puntos situados en semiplanos opuestos respecto de la (prolongacion
de la) semirrecta.

5. Elegimos cualquiera de ellos como C'y formamos el triangulo ABC, cuyos
lados tienen longitudes a, b, c.

Notemos que el teorema 1.2 juntamente con la hipétesis a —b < c < a+b
garantiza que las dos circunferencias se van a cortar ciertamente en dos puntos
C y C’, por lo que la construcciéon siempre es posible. L]

Observemos ahora que la construccion anterior puede realizarse a partir de
cualquier segmento AB de longitud ¢ dado de antemano, y sblo deja abierta la
eleccién entre los dos puntos de corte entre las circunferencias, por lo que se
cumple el teorema siguiente:
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Teorema 1.4 Dado un tridangulo ABC y un segmento A’ B’ igual a AB, existe
un tnico tridngulo A’B'C’ cuyos lados a’, V', son iguales a los lados corres-

pondientes de ABC de modo que el vértice C' esté contenido en uno de los
semiplanos respecto de la recta A’ B’ elegido de antemano.

De aqui se deduce a su vez:

Teorema 1.5 (Criterio LLL) Si dos tridngulos tienen sus lados iguales, en-
tonces son iguales.

Nota El teorema anterior suele enunciarse asi, pero hay que entenderlo co-
rrectamente. La hipoétesis no es que los lados de los tridngulos sean iguales entre
st, sino que podemos hacer corresponder cada lado de un tridngulo con un lado
del otro, de modo que los lados correspondientes sean iguales. m

DEMOSTRACION: Si los tridngulos son ABC y A?’C", es claro que po-
demos transportar el segundo hasta que el segmento A’B’ coincida con AB
(entendiendo que A coincide con A’ y B con B’) y, “dando la vuelta al plano” si
es preciso, podemos hacer que C'y C’ estén en el mismo semiplano respecto de
la recta AB = A’B’. Por el teorema anterior, los triAngulos tienen que coincidir,
luego los tridngulos dados son iguales. m

Combinando el problema 1.3 con el teorema anterior tenemos:

Teorema 1.6 (Existencia de triangulos) Fziste un tridngulo cuyos lados tie-
nen tres longitudes dadas (no nulas) a,b,c si y sélo sia—b<c<a+b, yen
tal caso es unico.

Definiciéon 1.7 Un triangulo se dice equildtero (lat. “de lados iguales”) si sus
tres lados son iguales, se dice isdsceles (gr. “de piernas iguales”) si tiene dos lados
iguales y es escaleno (gr. “oblicuo”) si sus lados son distintos dos a dos.

El teorema anterior afirma que existen triangulos equilateros con lados de
cualquier longitud no nula dada, mientras que la condicién necesaria y suficiente
para la existencia de un triangulo isésceles con lados iguales de longitud b y el
tercer lado de longitud a es que a < b+ b,

Ejercicio: Describir un proceso para construir con regla y compés un tridngulo equi-
latero cuyos lados tengan una longitud dada:

A
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1.3 Angulos

Consideremos dos semirrectas s y t con un origen comun O, y de momento
supongamos que no estan contenidas en la misma recta:

Es evidente que dividen al plano en dos regiones, las cuales reciben el nombre
de dngulos (lat. “rincon”) de vértice O y lados s y t. Los dos angulos a y 8 que
muestra la figura son cualitativamente diferentes. El angulo a esta formado por
los puntos que estén a la vez en el semiplano respecto a (la prolongacion de) s
que contiene a t y en el semiplano respecto a (la prolongacion de) ¢ que contiene
a s, es decir, es la interseccion de dos semiplanos. Por el contrario, el angulo g
esta formado por los puntos que no estan en al menos uno de los dos semiplanos
descritos, es decir, por los puntos que estan en alguno de los dos semiplanos
opuestos. Por lo tanto, 8 es la unidn de dos semiplanos.

Esto nos lleva a dar unas definiciones mas precisas:

Definicion 1.8 Un dngulo convero es la figura formada por los puntos que
estan a la vez en dos semiplanos determinados por dos rectas que se cortan en
un punto (una interseccion de dos semiplanos).

Un dngulo concavo es la figura formada por los puntos que estéan en al menos
uno de dos semiplanos determinados por dos rectas que se cortan en un punto
(una union de dos semiplanos).

En ambos casos, el punto de corte de las rectas es el vértice del dngulo,
mientras que los lados de un angulo convexo son las semirrectas determinadas
por el vértice en dichas rectas y que estan contenidas en él, y los lados de un
angulo concavo son los del angulo (convexo) opuesto.

En estos términos podemos afirmar que dos semirrectas con un origen co-
mun O y no contenidas en la misma recta son los lados de un tnico par de
angulos opuestos de vértice O, uno convexo y el otro concavo.

Si las dos semirrectas estdn contenidas en la misma recta, tenemos dos po-
sibilidades: si se trata de la misma semirrecta, convendremos en que el dngulo
convexo que determinan es el dngulo nulo, formado Gnicamente por los puntos
de la semirrecta, y el d4ngulo concavo que determinan es el dngulo completo,
formado por todos los puntos del plano.

En cambio, si se trata de un par de semirrectas opuestas, entonces convendre-
mos en que determinan dos 4ngulos convexos, que no son sino los dos semiplanos
determinados por la recta que forman. A estos angulos los llamaremos dngulos
llanos.
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Cuando hablemos del dngulo determinado por dos semirrectas se entendera
que nos referimos al angulo convexo, salvo que especifiquemos lo contrario, y
éste estd univocamente determinado salvo que las semirrectas sean opuestas. En

—_—

particular, si A, B, C son tres puntos no alineados, representaremos por ABC
el angulo (convexo) determinado por las semirrectas BA y BC'.

Asi, cada tridngulo ABC' tiene asociados tres angulos, que normalmente
abreviaremos como « = A = BAC, =B =ABCyy=C = ACB:

C

A C —°B
El teorema 1.5 tiene esta consecuencia inmediata:

Teorema 1.9 Si dos tridngulos tienen sus lados iguales, entonces tienen sus
dangulos iguales.

Esto hay que entenderlo en el sentido fuerte de que si cada lado de un

triangulo ABC' se corresponde con un lado igual de otro triangulo A’B’C’, de
modo que AB = A’B’, etc., entonces los dngulos correspondientes son iguales,

es decir, que el angulo ABC es igual concretamente al &ngulo A’B’C’, etc.

Este teorema nos da un procedimiento para transportar angulos:

Problema 1.4 Dado un dngulo convexo o y una semirrecta s, construir un
dngulo igual a o que tenga a s por uno de sus lados.

Podemos suponer que el angulo no es nulo ni llano, pues en estos casos la
conclusion es trivial.
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1. Llamamos A al vértice de a y elegimos puntos B y C' en sus lados. Llama-
mos A’ al origen de la semirrecta s. Marcamos sobre ella el inico punto
B’ tal que A’B’ = AB.

2. Trazamos la circunferencia de centro B’ y radio BC.

3. Trazamos la circunferencia de centro A’ y radio AC, que cortaré a la ante-
rior en dos puntos situados en semiplanos opuestos respecto a s. Elegimos
uno de ellos C’.

4. Trazamos la semirrecta A'C”, y asi el angulo o/ = BIAC es el requerido,
pues, ABC = A’B’'C’, ya que los lados de ambos triangulos son iguales,
luego en particular o = o/. L]

Observemos que la construccion precedente deja algunos grados de libertad.
Por una parte, podemos elegir si transportamos sobre la semirrecta dada s el
punto B o el punto C, pero los tridngulos ABC que obtenemos en ambos
casos tienen sus lados iguales, luego son iguales y llegamos al mismo dngulo o/,
luego dicha eleccion es irrelevante.

En cambio, al elegir el punto C’ de interseccion entre las dos circunferencias
que trazamos obtendremos un angulo situado en uno u otro de los semiplanos
determinados por s, pero, una vez fijada la eleccion de C’, el 4ngulo obtenido es
tnico. Esto hace que los angulos obtenidos con las dos elecciones sean iguales,
pues “dando la vuelta” al plano de modo que la semirrecta s quede inalterada,
uno de los tridngulos se convierte en otro que cumple las mismas condiciones que
el construido con la eleccion opuesta, luego por la unicidad tiene que coincidir
con él. La conclusion de este analisis es el teorema siguiente:

Teorema 1.10 Para cada dngulo convexo «, existe un tunico dngulo o igual
a o que tiene por lado una semirrecta dada y estd contenido en uno de los
semiplanos determinados por (la prolongacion de) ésta fijado de antemano.

Para angulos concavos tenemos un resultado similar:
Teorema 1.11 Dado un dngulo céncavo «, existe un unico dngulo o igual

a a que tiene por lado una semirrecta dada y contiene uno de los semiplanos
determinados por (la prolongacion de) ésta fijado de antemano.
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En efecto, para construirlo basta construir un angulo igual al opuesto de «
contenido en el semiplano respecto de s opuesto al deseado. El angulo o’ opuesto
al 4ngulo obtenido cumple lo requerido y es claramente el Gnico posible.

Amplitudes Igual que hemos definido una longitud como un segmento en
el que hacemos abstraccion de su posicion en el plano, podemos definir una
amplitud como un adngulo en el que hacemos abstraccion de su posicién en el
plano, de modo que dos angulos representan la misma amplitud si y s6lo si son
iguales (en el sentido geométrico). Representaremos por 0 la amplitud de los
angulos nulos y por m la amplitud de los angulos llanos.

Es evidente que si dos angulos tienen la misma amplitud, lo mismo les sucede
a sus angulos opuestos, por lo que podemos hablar de la amplitud opuesta a una
amplitud dada.

Los teoremas anteriores (y las construcciones subyacentes en ellos) nos dan
un método para determinar si dos angulos dados tienen o no la misma ampli-
tud. Fijada una semirrecta s y un semiplano Il determinado por ésta, podemos
transportar dos angulos dados para que tengan a s por uno de sus lados y cada
uno de ellos esté contenido en II si es convexo o contenga a II si es concavo. Por
la unicidad de los teoremas anteriores, los &ngulos dados serén iguales si y s6lo
si los transportados en estas condiciones son coincidentes.

La figura muestra varios angulos con un lado en comun s de modo que
todos los convexos estdn contenidos en el semiplano superior y los concavos lo
contienen:

o

Pero podemos decir mas, y es que es evidente que dos angulos en estas
condiciones estan necesariamente uno contenido en el otro, por lo que, tiene
sentido la definicion siguiente:

Definicion 1.12 Dadas dos amplitudes « y 3, diremos que o < § si, fijados
una semirrecta s y uno de los semiplanos II determinados por la recta que la
prolonga, al tomar representantes de « y 3 que tengan a s como uno de sus lados
y de modo que cada uno de ellos esté contenido en II si es convexo o contenga a
IT si es concavo, se cumple que el representante de « esta contenido en el de 8
(sin excluir que puedan coincidir). Cuando no coinciden escribiremos a < f.
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Es claro que esto determina una relacion de orden entre las amplitudes (es
decir, que satisface las propiedades generales de una relaciéon de orden incluidas
en el resumen 1.1 de [ITAl]). La amplitud nula 0 es menor que cualquier otra y
la amplitud de los angulos completos es mayor que cualquier otra, los dngulos
convexos son los que tienen amplitud o < 7, mientras que los dngulos concavos
son los que tienen amplitud mayor que . Més atin, es facil convencerse de que
dos amplitudes cumplen 0 < o < 8 < 7 si y s6lo si sus amplitudes opuestas
cumplen 7 < 8° < a°.

Suma de angulos Podemos sumar angulos (o amplitudes) de forma analoga
a como sumamos longitudes, aunque en este caso tenemos una limitacién: Dadas
dos amplitudes no nulas « y 8, para que podamos sumarlas es necesario que
una sea menor o igual que la opuesta de la otra, y en tal caso la suma se
calcula construyendo un angulo de amplitud 8 que comparta un lado con otro
de amplitud «, pero que esté contenido en el angulo opuesto. La suma o+ 3 es
la amplitud del dngulo resultante:

Si no se cumpliera que 3 < a?, es decir, si 8 no cupiera en el 4ngulo opuesto
al angulo que tomamos de amplitud «, entonces los dos angulos se solaparian y
no formarian un angulo suma. En particular esto exige que a lo sumo uno de
los sumando puede tener amplitud mayor que 7.

Es claro que la amplitud de la suma asi definida no depende de la eleccion de
angulos que representan las amplitudes que sumamos, por que que la suma de
amplitudes es una amplitud bien definida. Completamos la definiciéon de suma
con el convenio de que a + 0 =04+ a = .

Es claro que a + 8 = 8 + a, asi como que (o + ) +v = a+ (8 + ), pues
ambas sumas se calculan con la figura siguiente:

También es obvio que si o < 3, entonces a+ v < 5+ 7.

Observemos que m + 7 es el angulo completo, por lo que podemos referirnos
a la amplitud del angulo completo como 2.
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Dadas dos amplitudes 8 < «, una modificacion obvia de la construccion de
la suma de amplitudes permite definir la resta o — 3, sin mas que elegir como
representante de S un angulo con un lado comun al representante de «, pero
contenido en éste en lugar de en el angulo opuesto. Esto hace que f+(f—a) = 8.

Terminamos este apartado mostrando explicitamente la construcciéon de la
suma y la resta de dos angulos dados:

Problema 1.5 Construir la suma y la resta de dos dngulos dados o y 5.

Suponemos que 8 < 7. En caso contrario la construccion requiere modifica-
ciones obvias, pues, o no se puede calcular la suma, o no se puede calcular la
resta.

1. Trazamos una circunferencia de centro el vértice de 8 y un radio arbitrario
que corte a los lados de 8 en dos puntos A y B.

2. Trazamos una circunferencia del mismo radio con centro en el vértice O
de a, y marcamos el punto A’ donde corta al lado sobre el cual queremos
transportar f.

3. Ponemos las puntas del compés sobre A y B y, con esa abertura, trazamos
una circunferencia de centro A’ y marcamos los puntos B’ y B” donde
corta a la circunferencia de centro O.

——
4. Trazamos las semirrectas OB’ y OB”, una de las cuales es el segundo lado
de la suma « + (8 y otra el de la resta a — (3. [

Veamos ahora que un triangulo esta determinado por las longitudes de dos
de sus lados y la amplitud del angulo formado por éstos:

Problema 1.6 Construir un tridngulo ABC conocidas las longitudes b = AC
yc= AB, asi como el dngulo oo = BAC.

La construccién es trivial:
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¢ A b 'C

1. Si A es el vértice del angulo dado, en uno de sus lados marcamos el tinico
punto C' tal que AC =b.

2. En el otro lado, marcamos el tinico punto B tal que AC = b.

3. Los tres puntos A, B, C determinan el tridgngulo buscado.
u

Notemos que la construccién que hemos descrito nos deja la libertad de elegir
en qué lado del 4ngulo dado construimos el segmento AC' y en cuél el segmento
AB. Una vez realizada esta eleccién, s6lo hay un tridngulo en las condiciones
requeridas. Pero los tridngulos obtenidos con una u otra opcién son iguales,
ya que basta “girar el plano” intercambiando los lados del angulo dado para
obtener otro tridAngulo que cumple las condiciones requeridas correspondientes
a la eleccidon opuesta, luego, por la unicidad una vez hecha la eleccién, tiene que
ser el que se obtiene con dicha eleccion. Asi pues:

Teorema 1.13 (Criterio LAL) Si dos tridngulos tienen dos lados iguales, asi
como el dngulo formado por estos, entonces son iguales.

Nota FEn el teorema anterior es esencial que el dngulo igual sea el formado
precisamente por los lados iguales. El problema siguiente muestra lo que sucede
si el dngulo es otro. L]

Problema 1.7 Construir un tridngulo ABC conocidas las longitudes a = BC
y b= AC asi como el dngulo o = BAC.

b

1. Sobre uno de los lados del angulo a construimos un segmento AC de
longitud b.
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2. Trazamos la circunferencia de centro C' y radio a.

Si dicha circunferencia no corta al otro lado s del dngulo dado, entonces
no existe el tridangulo buscado. Pero la circunferencia puede cortar a la
semirrecta s a lo sumo en dos puntos B y B’, y cualquiera de los tridngulos
ABC y AB'C cumple lo requerido. n

Asi pues, hay a lo sumo dos tridngulos diferentes con un mismo angulo « y
dos lados iguales a y b.

Angulos adyacentes y opuestos por el vértice Dos rectas r y s con un
punto en comin O dividen al plano en cuatro dngulos convexos, a los que en la
figura hemos llamado «a, 5,7 y 6.

Dos angulos convexos se dicen adyacentes si tienen un lado en comun y los
otros lados son un par de semirrectas opuestas. Asi, en la figura o y 8 son
adyacentes, al igual que Sy v, o0yydod y a.

Dos angulos convexos son opuestos por el vértice si tienen el mismo vértice
y los lados de uno son las semirrectas opuestas a los lados del otro. En la figura
« 'y 7y son opuestos por el vértice, al igual que 8y 6.

En general, todo angulo convexo tiene exactamente dos dngulos adyacentes
y un angulo opuesto por el vértice. Es claro que dos angulos adyacentes suman
un angulo llano, por lo que los dos dngulos adyacentes a un mismo angulo son
iguales (si el angulo tiene amplitud «, sus dos adyacentes tienen amplitud = — ),
pero esto es lo mismo que decir:

Teorema 1.14 Dos dngulos opuestos por el vértice son iguales.

Notemos que los conceptos de “angulos adyacentes” y “angulos opuestos por
el vértice” dependen de la posicion concreta en el plano. Dos dngulos pueden
ser iguales sin ser opuestos por el vértice, aunque pueden transportarse hasta
dos angulos opuestos por el vértice.

Similarmente, cuando dos angulos (o dos amplitudes) suman un angulo llano
se dice que son suplementarios, y en estos términos podemos decir que dos
adngulos adyacentes son suplementarios.
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Angulos rectos y rectas perpendiculares Un angulo convexo es recto si
es igual a su suplementario.

Claramente, todos los dngulos rectos son iguales, pues si « es la amplitud de
un angulo recto, cualquier amplitud 5 > o cumple que 1 — 8 < 7T —a =a < 3,
luego no corresponde a un angulo recto, mientras que si § < « tenemos que
m—0 > m—a = «a > 3, luego ninguna amplitud distinta de o puede corresponder
a un angulo recto. Como « + o = 7, podemos representar la amplitud de los
angulos rectos como 7/2.

Los angulos menores que un angulo recto se llaman angulos agudos (lat. “con
punta”), mientras que los que son mayores que un dngulo recto se llaman obtusos
(lat. “sin punta”).

Si dos rectas se cortan en un punto y uno de los cuatro dngulos que forman
es recto, los otros tres lo son también, ya que uno es opuesto por el vértice y los
otros dos son suplementarios.

Cuando dos rectas se cortan en un punto formando angulos rectos, se dice
que son perpendiculares (lat. perpendiculum, “plomada”).

Problema 1.8 Construir la perpendicular a una recta r que pasa por uno de
sus puntos P.

1. Trazamos cualquier circunferencia de centro P, que cortard a la recta r en
dos puntos A y B, tales que AP = PB.

2. Trazamos la circunferencia de centro A y radio AB.

3. Trazamos la circunferencia de centro B y radio AB. El teorema 1.2 garan-
tiza que se cortaran en dos puntos C'y D, de modo que AC' = AB = BC.

4. La perpendicular buscada es la recta C'P, porque los tridngulos PAC' y
PBC tienen sus tres lados iguales, luego los angulos suplementarios APC
y BPC son iguales, luego son rectos. "



1.3. Angulos 23

Problema 1.9 Construir la recta perpendicular a una recta dada v que pasa
por un punto exterior P.

Pl
1. Trazamos una circunferencia de centro P con radio suficientemente grande
como para que corte a r en dos puntos Ay B.

2. Trazamos la circunferencia de centro A y radio AP.

3. Trazamos la circunferencia de centro B y radio BP, que cortard a la
anterior en P y en otro punto P’ (porque para ser tangentes, el punto de
tangencia tendria que estar en la recta r).

4. La perpendicular buscada es la recta PP’.

En efecto, tenemos la igualdad de triangulos APP = BPP , pues sus
lados son iguales. Si “damos la vuelta al plano” intercambiando los semi-
planos determinados por la recta PP’, el triAngulo APP se transforma en
otro igual, pero por la unicidad del teorema 1.4, el transformado del punto
A tiene que ser precisamente B y, como () no se modifica, tiene que ser
AQ = QB. Por lo tanto, AQAP = ﬁ, luego en particular A/Q\P = EQ\P,
pero son angulos adyacentes, luego son rectos. [

Es evidente que las perpendiculares trazadas en los dos problemas preceden-
tes son tdnicas, es decir:

Teorema 1.15 Cada recta tiene una inica perpendicular que pasa por un punto
dado.

El punto donde la perpendicular corta a la recta se llama pie de la perpen-
dicular.

Nota Las dos construcciones precedentes muestran que siempre es posible
construir la perpendicular a una recta que pasa por un punto dado (que esté en
la recta 0 no) sin mas ayuda que la de una regla y un compas. Sin embargo,
en la practica es més comodo trazar perpendiculares usando una escuadra o un
cartabon, por lo que, en lo sucesivo, el trazado de perpendiculares lo conside-
raremos como una operacion inmediata en las construcciones geométricas (es
decir, como un tnico paso). ]
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Definicién 1.16 La mediatriz de un segmento AB es la recta perpendicular a
la recta AB que pasa por el punto medio del segmento.

La construccién del problema precedente puede alterarse para tomar los
puntos A y B como puntos de partida y obtener asi su mediatriz:

Problema 1.10 Construir la mediatriz de un segmento dado AB.

1. Trazamos la circunferencia de centro A y radio AB.

2. Trazamos la circunferencia de centro B y radio AB, que por 1.2 cortara a
la anterior en dos puntos Py P’.

3. La recta PP’ es la recta buscada, pues si aplicamos la construcciéon del
problema precedente a la recta AB y el punto P trazando en el paso 1 la
circunferencia de centro P y radio PA obtenemos precisamente los puntos
Ay B de los que hemos partido aqui, luego la recta PP’ es perpendicular
a AB y hemos visto que AQ = QB, luego el punto Q es el punto medio
del segmento AB. .

Nota El calculo de mediatrices y puntos medios requiere el uso de la regla y
el compas, pero como es una construccién muy simple y la usaremos a menudo,
la consideraremos también como inmediata en las construcciones sucesivas. En
la practica no es necesario trazar las dos circunferencias que pueden oscurecer
la construccion principal, sino que basta con trazar dos pequenos arcos en cada
semiplano, para determinar los puntos P y P’. L]

Simetrias axiales En varias ocasiones hemos hablado de la posibilidad de
“darle la vuelta al plano” para transformar una figura en otra igual “pero al
revés”. Ahora podemos precisar esta idea:

Definicién 1.17 Dada una recta r y un punto P, se llama punto simétrico a P
respecto de r al propio punto P si esta en r o bien al punto P’ situado en la recta
perpendicular a r que pasa por P tal que, si M es el pie de la perpendicular, se
cumple que PM = MP'.



1.4. Rectas paralelas 25

La figura siguiente muestra un triangulo ABC'y los puntos simétricos de sus
tres vértices respecto de una recta r, que forman otro triangulo A’B’C’:

r

A N__j/‘A'

B B'

La aplicaciéon que a cada punto del plano le hace corresponder su simétrico
respecto de una recta fija r se llama simetria azial de eje r. Es claro que el
efecto de aplicarle una simetria a los puntos de una figura es el mismo que el
de “darle la vuelta al plano” manteniendo la posicién de los puntos del eje de
simetria, por lo que la imagen de cualquier figura por una simetria es otra figura
igual (pero en general no idéntica, sino “simétrica”).

Asi, a partir de aqui ya no necesitaremos hablar de “dar la vuelta al plano”,
sino, més precisamente, de “aplicar una simetria a una figura’”.

1.4 Rectas paralelas

El concepto de perpendicularidad que acabamos de estudiar esta muy rela-
cionado con el de paralelismo, que vamos a abordar ahora, y que forma parte
del vocabulario geométrico bésico.

El hecho de que por dos puntos distintos pase una tnica recta se traduce en
que dos rectas distintas pueden tener a lo sumo un punto en comin (en cuanto
tengan dos, seran la misma). Si dos rectas no tienen puntos en comin, se dice
que son paralelas (gr. “una al lado de la otra”) y si tienen un punto en comtn se
dice que son secantes. La figura muestra dos rectas paralelas r y s y una tercera
recta t secante a ambas.

A r

B /
7 S
Es evidente que si una recta r es paralela a otra s y s es paralela a t, entonces
r es paralela a t o, equivalentemente, que si una recta corta a otra, también
corta a todas sus paralelas. Otro hecho obvio es que, si dos rectas tienen una

perpendicular comin, son paralelas, y en este hecho se basa la construcciéon
siguiente:
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Problema 1.11 Dada una recta r y un punto P exterior a ella, trazar la pa-
ralela a r que pasa por P.

o
r Q

1. Construimos la recta s perpendicular a r que pasa por P, que cortara a r
en un punto Q.

2. Construimos la recta ¢ perpendicular a s que pasa por P, que serd la
paralela a r que buscamos. n

Nota Como ocurre con el trazado de perpendiculares, si bien la construcciéon
anterior muestra que es posible construir la recta paralela a una recta dada por
un punto dado sin més ayuda que una regla y un compés, en la practica es méas
comodo y rapido trazar paralelas usando una escuadra y un cartabon. En las
construcciones geométricas consideraremos como un paso inmediato el trazado
de paralelas. n

El hecho de que dos rectas perpendiculares a una misma recta son paralelas
equivale a que un tridngulo no puede tener dos angulos rectos, pues entonces
dos de los lados tendrian una perpendicular comun y serian paralelos, cuando
tienen que cortarse en un vértice. En realidad podemos probar algo mas fuerte:

Teorema 1.18 Un dngulo de un tridngulo es menor que el suplementario de
cualquiera de los otros dos.

DEMOSTRACION: Dado un triangulo ABC', vamos a probar que 8 = ABC
es menor que el suplementario de v = ACB.

Sea D el punto medio de lado BC, consideramos la recta AD y trazamos la
circunferencia de centro D y radio AD, que corta a la recta en un punto E:
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Entonces ADD = ﬁ, porque tienen dos lados iguales y también el &ngulo
que forman (pues los angulos correspondientes son opuestos por el vértice). En
particular el &ngulo 5 = ABD es igual al angulo E/@, y éste esta estrictamente
contenido en el angulo adyacente a . m

Como consecuencia, todo triangulo tiene al menos dos angulos agudos, pues
si uno de sus angulos es recto u obtuso, los otros dos tienen que ser menores que
su suplementario, luego tienen que ser agudos. Esto nos lleva a la clasificacion
siguiente de los triangulos:

Definicion 1.19 Un triangulo es acutdngulo si todos sus angulos son agudos,
es rectdngulo si tiene un (nico) angulo recto y es obtusdngulo si tiene un (tnico)
angulo obtuso. El lado opuesto al angulo recto en un triangulo rectangulo se
llama hipotenusa (gr. “tendido por debajo”) y los otros dos se llaman catetos (gr.
“perpendiculares”).

La figura muestra un ejemplo de cada tipo de triangulo.

Introducimos en este punto el quinto postulado de Euclides, en la versiéon de
Playfair:

Por un punto exterior a una recta pasa una unica recta paralela.

Tal y como indicabamos en la introduccién, de ahi se deduce la igualdad de
los angulos alternos internos, y algunas mas:

Teorema 1.20 Sea t una recta que corta a dos rectas r y s. Entonces r y s
son paralelas si y sélo si o = o' o, equivalentemente, B = f3'.

DEMOSTRACION: Si a = o/, entonces también 8 = 3/, pues son los dngulos
suplementarios de los anteriores. Si las rectas r y s se cortaran en un punto P,
entonces el tridngulo ABP tendria un adngulo igual al suplementario de otro, y
esto es imposible por el teorema 1.18.
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Supongamos ahora que 7 y s son paralelas. Podemos construir un dngulo o/
igual a «, con vértice A, un lado igual a AB y contenido en el mismo semiplano
que o/. Sea 7’ la prolongacion del otro lado de o”’. Entonces la recta t determina
en r’ y s angulos iguales, luego por la parte ya probada r’ es paralela a s, pero
la tinica paralela a s que pasa por A es 7, luego tiene que ser r = r’ y asi
o =d =a. "

Ya hemos senalado que si dos rectas paralelas tienen una perpendicular co-
mun entonces son paralelas, y el teorema anterior implica que una perpendicular
a una recta es perpendicular a todas sus paralelas, luego:

Teorema 1.21 Dos rectas son paralelas si y sélo si tienen una perpendicular
comun, y en tal caso tienen las mismas perpendiculares.

1.5 Algunos resultados fundamentales

En las secciones precedentes hemos ido presentando algunos resultados de
la geometria euclidea en un orden condicionado por el hecho de que todavia no
teniamos disponibles todos los conceptos relevantes. Ahora que ya contamos
con todos ellos podemos completar la teoria basica sobre ellos. En primer lugar,
ahora podemos mejorar sustancialmente el teorema 1.18:

Teorema 1.22 Los dngulos de un tridngulo suman un dngulo llano.

"

B

A

DEMOSTRACION: Dado un triangulo ABC), trazamos la recta paralela a AB
que pasa por C, y basta observar que los dngulos o’ y 3’ que se forman son
iguales a o y 3 por el teorema 1.20, asi como que o/ +v+ /' es un dngulo llano.

| |

Reunimos ahora todos los criterios basicos de igualdad de tridngulos:
Teorema 1.23 (Criterios de igualdad de triangulos)
LLL Si dos triangulos tienen sus lados iguales, entonces son iguales.

LAL S dos tridngulos tienen dos lados iguales y también el dngulo que forman,
entonces son iguales.

ALA §Sidos tridngulos tienen un lado y dos dngulos iguales, entonces son igua-
les.
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DEMOSTRACION: El primer criterio es el teorema 1.5 y el segundo es 1.13.
Solo falta probar el tercero. Notemos que, por el teorema anterior, si dos trian-
gulos tienen dos angulos iguales, de hecho tienen los tres. Pongamos que los
triangulos son ABC y ABC y que AB = A’B’. Por el teorema 1.4 el trian-
gulo ABC es igual a un dnico tridngulo ABC" contenido en el mismo semi-
plano que ABC respecto de la recta AB. Por el teorema 1.10 el &ngulo BAC"

tiene que coincidir con gA\C, luego en particular AC = AC”, e igualmente
BC = BC”, pero entonces C = C”, pues ambos son el punto de interseccion
del mismo par de rectas. Concluimos que A’B'C’ = ABC. n

Como consecuencia:

Teorema 1.24 (Criterio del triangulo isésceles) Si en un tridngulo ABC
se cumple CA = CB entonces A = B.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el criterio LAL a los tridngulos (coincidentes)
ABC' y BAC, es decir, tomando A’ =B, B = Ay C' =C. =

Otro hecho bésico sobre los lados y dngulos de un tridngulo es el siguiente:

Teorema 1.25 Los dngulos de un tridngulo satisfacen las mismas desigualda-
des que sus respectivos lados opuestos.

~ DEMOSTRACION: Sea ABC un triangulo y supongamos, por ejemplo, que
BC < AB. Entonces existe un punto D en AB tal que BD = BC.

Entonces A = a = CAD < CDB = §, por el teorema 1.18, pues el segundo
es el suplementario de un angulo de W; asuvezd =08 = D/C\B, porque el
triangulo DCB es isosceles, y por tltimo ¢’ <y = C. El reciproco es obvio: Si
A< Cno puede ser AB < BC por la parte ya probada, y tampoco puede darse
la igualdad por el criterio del triangulo isosceles. m

En particular tenemos que un triangulo es equilatero si y soélo si tiene sus tres
angulos iguales, es isosceles si y s6lo si tiene dos angulos iguales y es escaleno si
y s6lo si tiene sus tres dngulos desiguales.

Otra consecuencia es que, en un triangulo rectangulo, la hipotenusa es siem-
pre mayor que los catetos. A su vez, esto implica que si P es un punto exterior
a una recta r y X es el pie de la perpendicular a r que pasa por P, entonces
la longitud PX es la distancia de P a 7, en el sentido de que si Y es cualquier
punto de r, se cumple que PX < PY.
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Veamos algunas aplicaciones:

Angulos inscritos Se dice que un angulo (convexo) esta inscrito en una cir-
cunferencia c si su vértice V esta en C' y sus dos lados cortan a C' en puntos A
y B distintos de V.

Ahora podemos probar una relacién no trivial entre un angulo inscrito y
el dngulo central AOB correspondiente. El arco AB formado por los puntos

de la circunferencia contenidos en el dngulo AV B se llama arco abarcado por el
angulo. La amplitud de un arco de circunferencia AB se define como la amplitud
del angulo central AOB. En estos términos:

Teorema 1.26 La amplitud de un dngulo inscrito en una circunferencia es la
mitad de la del arco que abarca.

DEMOSTRACION: Sea P el punto de la circunferencia opuesto a V', y vamos
a distinguir tres casos:

1) Si P es A o B (por ejemplo, B), entonces VO es un radio de la circunfe-
rencia, luego el tridngulo VOA es is6sceles, luego tiene dos angulos iguales a «,
luego el tercer angulo es m — 2, luego el angulo adyacente es 5 = 2a.

A




1.5. Algunos resultados fundamentales 31

2) Supongamos ahora que A y B estan en semiplanos distintos respecto de
la recta VP (figura de la izquierda):

Podemos aplicar el caso precedente a los angulos a; = PVA y g = PVB.
Ambos seran la mitad de los angulos centrales 81 y 82 correspondientes, por lo
que 8 = 81 + B2 = 2a7 + 2a0 = 2a.

3) La tercera y ultima posibilidad (figura de la derecha) es que A y B estén en
el mismo semiplano respecto de V P, con lo que uno de los d&ngulos AVPoBVP
tiene que estar contenido en el otro. Supongamos que el primero es el mayor.
Entonces « es la diferencia de las amplitudes o/ = AVP yao' = BVP. Por el
caso primero, sabemos que los angulos centrales cumplen 3’ = 2o/, 8" = 20",
y entonces 8 = 3 — 8"’ = 2a’ — 20" = 2a. n

El arco capaz de un segmento El teorema anterior tiene una consecuencia
muy util:

Teorema 1.27 Dado un segmento AB y uno de los semiplanos H determinados
por la recta AB, el lugar geométrico de los puntos P de H tales que APB es
una amplitud prefijada 0 < o < 7 es un arco de circunferencia de extremos A
y B. Mds ain, si P estd en H y en el interior de dicha circunferencia, entonces
APB>a y si P estd en el exterior entonces APB < a.

DEMOSTRACION: Trazamos la mediatriz del segmento y construimos un
angulo de amplitud 7/2 — & con un lado coincidente con la semirrecta XB y
contenido en el semiplano H. El otro lado del dngulo cortara a la mediatriz
en un punto O. La interseccion con H de la circunferencia de centro O que
pasa por estos dos puntos es un arco de extremos A y B. Vamos a probar que
cumple lo requerido. Si P esta en dicho arco el angulo APB abarca un arco de
amplitud 2«, luego por el teorema anterior tiene amplitud a.

Si tomamos cualquier otro punto P de H que no esté en el arco construido,
como los puntos Py Py dela ﬁgura la recta AP cortara al arco en un punto P
tal que AP'B = a. Entonces APlB < AP'B=a < APQB B, pues AP'B es la
suma de los dos angulos de P’ PB dlstmtos de ﬁ y APQB es la suma de
los dos angulos de APQB distintos de P/ Py PB.
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Py

Definicién 1.28 El arco dado por el teorema anterior se llama arco capaz del
segmento AB en el semiplano H correspondiente a la amplitud «.

Ejemplo Un barco, por la noche, ve los faros A y B formando un éngulo
de amplitud /4 y los faros B y C' con una amplitud de 7/6. Determinar su
posicion.

A B C

SOLUCION: Basta trazar los arcos capaces de los segmentos AB y BC' co-
rrespondientes a las amplitudes indicadas.

45%30

45° 60°

A\_ﬂ\ @

El barco se encuentra en la posicion X determinada por la intersecciéon de
ambos arcos. "
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Division de segmentos Veamos ahora un procedimiento para dividir un
segmento dado en partes iguales. El método se apoya en un resultado sobre
paralelogramos que tiene interés en si mismo:

Definicion 1.29 Un paralelogramo es la figura formada por cuatro segmentos
AB, BC, CD y DA tales que las rectas AB y CD son paralelas, al igual que
AD y BC. Los puntos A, B,C, D se llaman wvértices del paralelogramo, y los
cuatro segmentos indicados son sus lados. Los segmentos AC y BD son sus
diagonales.

o C

A B

Teorema 1.30 Los lados opuestos de un paralelogramo son iguales, y sus dia-
gonales se cortan en su punto medio.

DEMOSTRACION: Los tridngulos ADC y CBA tienen iguales el lado AC
y los angulos A y C, por 1.20. Por lo tanto son iguales, lo que nos da las
igualdades de los lados alternos del paralelogramo. La unicidad del teorema 1.4
implica que B y D estan en semiplanos opuestos respecto de la recta AC, luego
la diagonal BD tiene que cortar a la recta AC en un punto M, e igualmente
se razona que AC tiene que cortar a BD, necesariamente en M, luego las dos
diagonales se cortan en M.

Ahora basta comparar los tridngulos AMD y CMB , que tienen dos angulos
iguales por el teorema 1.20, y ademéas AD = BC, luego el criterio ALA nos da
que son iguales, luego en particular DM = MB, lo que prueba que M es el

punto medio de la diagonal BD. Igualmente se prueba que es el punto medio
de AC. n

Teorema 1.31 En las condiciones de la figura, las longitudes a y b son iguales
sty sdlo silo sona’ yb':

EY b'

DEMOSTRACION: Hay que entender que a y b son dos segmentos cualesquiera
situados sobre la semirrecta dada, sin que importe si se solapan o no. Ni siquiera
excluimos que un extremo de uno de los segmentos pueda ser el vértice del
angulo.

Los triangulos senalados en la figura tienen dos angulos iguales por 1.20.
Ademas, por el teorema 1.30, uno tiene lados a a’ y el otro lados b, b'.
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Por lo tanto, sia = b o a’ =V, el criterio LAL nos da que los dos triangulos
son iguales, luego se cumple que a = by que a’ = ¥'. "

Con esto ya podemos resolver el problema de la division de segmentos:

Problema 1.12 Dividir un segmento dado en cualquier nimero de partes igua-
les prefijado.

1. Consideramos cualquier punto (1 no alineado con los extremos A y B del
segmento dado y trazamos la semirrecta AQ;.

2. Con el compés, vamos marcando puntos @2, @3, ..., Q, sobre dicha semi-
rrecta de modo que Q;Q;+1 = AQ1.

3. Trazamos el segmento @, B.

4. Trazamos segmentos paralelos a éste que unan cada punto (); con un punto

Pi de E

El teorema anterior garantiza que los n segmentos APy, PP, ...son
iguales entre si, con lo que tenemos dividido el segmento AB en n partes
iguales. L]

Mediatrices y bisectrices Recordemos que la mediatriz de un segmento es
la recta perpendicular que pasa por su punto medio. Conviene tener presente
esta caracterizacion:

Teorema 1.32 La mediatriz de un segmento AB es el lugar geométrico de los
puntos P que cumplen PA = PB.

DEMOSTRACION: Sea M el punto medio de AB. Si P cumple la condicion
del enunciado, entonces los tridngulos APM y BPM tienen sus lados iguales,
luego son iguales, luego los angulos suplementarios AM P y BM P son iguales,

luego son rectos, y asi la recta PM es perpendicular a AB, luego es la mediatriz
de AB.
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A M B

Reciprocamente, si P esta en la mediatriz, los tridngulos APM y BPM
tienen iguales los lados AM = BM y PM, asi como el dngulo (recto) que
forman, luego son iguales, luego PA = PB. m

Definicion 1.33 La bisectriz de un angulo es la semirrecta que lo divide en dos
adngulos iguales.

Problema 1.13 Construir la bisectriz de un dngulo dado.

£2X

1. Si O es el vértice del angulo dado, trazamos una circunferencia de centro
O con un radio arbitrario, que cortara los lados en dos puntos A y B.

2. La mediatriz del segmento AB pasa por O (por el teorema 1.32) y las dos
semirrectas que O determina en ella son las bisectrices de « y de su angulo
opuesto.

En efecto, si llamamos M al punto medio de AB, los triangulos OAM
@ ti/erﬂl sus treﬁdos iguales, luego sgl\iguales. En particular,
AOM = BOM, luego OM es la bisectriz de AOM , y es facil ver que la
semirrecta opuesta es la bisectriz del 4ngulo opuesto. [

Se cumple un anélogo al teorema 1.32 para bisectrices en vez de mediatrices.
Recordemos que la distancia de un punto P a una recta r es la distancia del P
al pie de la perpendicular a r que pasa por P. Asi:

Teorema 1.34 La bisectriz de un dngulo convexo es el lugar geométrico de los
puntos del dngulo que equidistan de sus lados.
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DEMOSTRACION: Dado cualquier punto P en el angulo, podemos considerar
los tridngulos rectangulos POR y POQ:

0 s Q

El punto P esté en la bisectriz si y solo si a = 3, si y s6lo si los tridngulos
son iguales (pues tienen un lado OP en comiin y dos dngulos iguales) si y sélo

si PR = PQ (pues esto hace que tengan dos lados iguales, luego también el
tercero, por el teorema de Pitagoras). L]

Poligonos Una linea poligonal abierta es una figura formada por varios seg-
mentos Py Py, P,Ps,...,P,_1P, en la que los puntos Pi,..., P, son distintos
dos a dos y se llaman wvértices de la poligonal. Una linea poligonal cerrada es la
figura formada por una poligonal abierta a la que se anade el segmento P, P;.

Una linea poligonal (abierta o cerrada) es simple si sus segmentos no tienen
més puntos en comun que los extremos comunes que exige la definicién, es decir,
si no se corta a s{ misma.

M/\>4:>@

La figura muestra, de izquierda a derecha, una poligonal abierta que no es
simple, otra que si que lo es, una poligonal cerrada que no es simple y otra que
si que lo es.

Las poligonales cerradas simples® se llaman también poligonos (gr. “varios
angulos”). Los segmentos que componen un poligono se llaman lados. Es claro
que un poligono tiene el mismo ntmero de vértices que de lados. Un poligono
encierra una region del plano llamada su interior. En cada vértice, un poligono
determina un dngulo (interior) que puede ser concavo o convexo.

3En ciertos contexto se llama también poligonos a las poligonales cerradas que no son
simples, pero no es el convenio que adoptamos aqui.
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La figura muestra un poligono con seis lados y seis vértices, con sus corres-
pondientes angulos (interiores).

Segin su numero de lados, los poligonos se clasifican en tridngulos, cuadri-
ldteros, pentdgonos, hexdgonos, etc.

Un poligono es equildtero si sus lados son iguales, es equidngulo si sus angulos
son iguales y es regular si sus lados y angulos son iguales.

En particular, todo cuadrilatero puede descomponerse en dos triangulos,
luego el teorema 1.22 implica que los angulos de un cuadrildtero suman un
angulo completo. En particular, si un cuadrilatero tiene sus cuatro éngulos
iguales, éstos son angulos rectos.

Un poligono es convezo si todos sus angulos lo son.

Los cuadrilateros convexos con dos lados paralelos se llaman trapecios (gr.
“mesita”), mientras que si no tienen lados paralelos se llaman trapezoides. Un
trapecio es isdsceles si sus lados paralelos tienen la misma mediatriz. En caso
contrario son escalenos. Ya hemos definido antes los paralelogramos como los
cuadrilateros con dos pares de lados paralelos. Los paralelogramos tienen sus la-
dos iguales dos a dos. Si los tienen todos iguales se llaman rombos (gr. “peonza”)
y en caso contrario romboides.

Los cuadrilateros con cuatro angulos rectos se llaman rectdngulos, y si ade-
mas tienen los cuatro lados iguales, es decir, si son regulares, se llaman cuadra-
dos. Claramente, los rectangulos son paralelogramos.

Trapezoide Trapecio Trapecio
isésceles

Romboide Rombo Rectédngulo Cuadrado

Ejercicio: Construir con regla y compas un rectangulo con unos lados dados.

Un poligono es ciclico si sus vértices estan en una circunferencia, llamada cir-
cunferencia circunscrita. También se dice entonces que el poligono esta inscrito
en la circunferencia.
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Todos los tridangulos son ciclicos:

Problema 1.14 Dados tres puntos no alineados, encontrar el centro de la cir-
cunferencia que los contiene.

1. Dados los tres puntos A, B, C, trazamos los segmentos AB y BC.

2. Trazamos las mediatrices de ambos segmentos, que se cortan necesaria-
mente en un punto O, pues en caso contrario serian paralelas, luego AB,
que es perpendicular a su mediatriz, también lo seria a la mediatriz de BC
(por el teorema 1.21), luego, por ese mismo teorema, las rectas AB y BC
tendrian que ser paralelas o coincidentes, pero no son paralelas porque
tienen el punto B en comun, luego tienen que ser coincidentes, y entonces
los puntos A, B, C' estéan alineados.

3. El punto O es el centro requerido pues, por el teorema 1.32, al estar en
la mediatriz de AB cumple OA = OB vy, al estar en la mediatriz de BC,
también OB = OC, luego los tres puntos estan en la circunferencia de
centro O y radio OA. ]

La circunferencia construida en el problema anterior es tnica, pues, por el
teorema 1.32 el centro de una circunferencia esta necesariamente en la mediatriz
del segmento determinado por dos cualesquiera de sus puntos, luego vemos que
una circunferencia tiene un tnico centro, lo que a su vez implica que tiene un
anico radio. Otra consecuencia es:

Teorema 1.35 Por tres puntos no alineados pasa una unica circunferencia.

En cambio, no todo cuadrilatero es ciclico. Una caracterizaciéon es la si-
guiente:

Teorema 1.36 Un cuadrildtero es ciclico si y sdlo si sus dngulos opuestos son
suplementarios.

DEMOSTRACION: La figura muestra un cuadrilatero ciclico. Sus angulos A
y C abarcan arcos de amplitud 24 y 2B, pero son dos arcos opuestos, luego
2A 4+ 2B =27, luego A + B = 7, es decir, los angulos son suplementarios.
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w)

Reciprocamente, dado un cuadriladtero que cumpla esta condicién, conside-
ramos la circunferencia que contiene a tres de sus vértices, por ejemplo A, B, D.
Entonces el arco de extremos B y D que contiene a A es el arco capaz del seg-
mento BD correspondiente a una amplitud /1, luego el arco complementario es
claramente el arco capaz de ese mismo segmento (pero en el semiplano opuesto)
correspondiente a una amplitud 7 — A= C’, luego C' tiene que estar en dicho
arco. ]

Nota La prueba del teorema anterior muestra que basta con que un par
de angulos opuestos de un cuadrilatero sean suplementarios para que éste sea
ciclico. El otro par cumplird necesariamente lo mismo. m

Por ejemplo, un paralelogramo no puede ser ciclico salvo que sea un rectén-
gulo, pues sus angulos opuestos son iguales. En cambio, todo trapecio isosceles
es ciclico, pues el dngulo S opuesto a v es f=n/2+71/2—a =7 — .

Otro criterio es el siguiente:

Teorema 1.37 Un cuadrildtero es ciclico si y solo si los dngulos senalados en
la figura son iguales: D

A\

Nt
DEMOSTRACION: Si el cuadrilatero es ciclico, los dos dngulos estén inscritos
en la misma circunferencia y abarcan el mismo arco, luego son iguales por 1.26.
Reciprocamente, si los angulos son iguales, los puntos C' y D estan en el arco

capaz del segmento AB correspondiente a la amplitud «, luego los cuatro vértices
estan en la misma circunferencia. n
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Circunferencias Consideremos ahora las intersecciones posibles entre una
recta y una circunferencia. Si el lector trata de imaginar todas las posibilidades,
se convencera facilmente de que no hay mas que tres:

Definiciéon 1.38 Se dice que una recta es secante a una circunferencia si la
corta en dos puntos, es tangente si la corta s6lo en uno y es exterior si no tiene
puntos en comun con ella.

Puesto que no hay mas posibilidades, vemos que tres puntos distintos en una
circunferencia no pueden estar alineados, por lo que la hipotesis del teorema, 1.32
es necesaria.

Es evidente que si una recta pasa por un punto P interior a una circunfe-
rencia de centro O, es decir, por un punto tal que OR es menor que el radio,
necesariamente es una recta secante. El teorema siguiente nos da una caracte-
rizacion de las rectas secantes y tangentes:

Teorema 1.39 Sea ¢ una circunferencia de centro O y radio a. Sea T una
recta, sea s la perpendicular a T que pasa por O y sea X el punto en que ésta
corta a r. Entonces:

1. 81 OX > a, entonces r es exterior a c.
2. 81 OX = a entonces r es tangente a ¢ y X es el punto de tangencia.

3. 5i OX < a entonces r y ¢ son secantes.
DEMOSTRACION: Si OX > a entonces todo punto Y de r que no sea el

propio X cumple OY > OX > r, luego ningtn punto de 7 esta en c¢. El mismo
razonamiento se aplica si OX = a, sélo que ahora el punto X si que esta en c.

LY

Si OX < a, es decir, si X esta dentro del circulo, es evidente que r corta a
¢ exactamente en dos puntos. De hecho, es evidente que las rectas secantes a ¢
son precisamente las que pasan por puntos interiores de c. "

Asi, para que una recta sea tangente a una circunferencia de centro O por
uno de sus puntos P es necesario y suficiente que pase por Py sea perpendicular
a la recta OP, lo que implica que por cada punto de la circunferencia pasa una
Unica recta tangente.
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En particular, es facil construir la recta tangente a una circunferencia por
uno de sus puntos (basta considerar la recta que pasa por el punto Py el centro
y trazar su perpendicular en P). En cambio, no es tan inmediato como construir
las tangentes a una circunferencia que pasan por un punto exterior P. Para ello
conviene destacar un caso particular del teorema 1.26:

Teorema 1.40 (Tales) Si AB es un didmetro de una circunferencia y C es

un punto de la misma no contenido en AB, entonces el tridngulo ABC tiene
un dngulo recto en C.

Es un caso particular del teorema 1.26, pues el arco abarcado por el &ngulo
ACB es llano, luego C' tiene que ser recto.

Problema 1.15 Construir las tangentes a una circunferencia dada que pasan
por un punto exterior P.

1. Trazamos el segmento OP.
2. Calculamos su punto medio M.

3. Trazamos la circunferencia de centro M que pasa por O y P.
Como esta circunferencia pasa por un punto interior a la circunferencia
dada (el punto O) y por otro exterior (el punto P), tiene que cortarla
en dos puntos 77 y T5. Por el teorema anterior los tridngulos O?lP y
OTﬁD tienen adngulos rectos en T y T», luego las rectas PT; y P75 son

perpendiculares a los radios OT; y OT5, respectivamente, luego son las
tangentes buscadas. m
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El teorema 1.26 admite variantes para angulos que no necesariamente inscri-
tos en una circunferencia, pero cuyos lados sean secantes o tangentes. Un caso
intermedio es el de un angulo semiinscrito, es decir, un angulo con el vértice
en la circunferencia, un lado secante y el otro tangente. El teorema 1.26 sigue
siendo cierto en este caso:

Teorema 1.41 La amplitud de un dngulo semiinscrito en una circunferencia
es igual a la mitad de la del arco que abarca.

DEMOSTRACION: Si el lado no tangente pasa por el centro O de la circun-
ferencia, entonces el dngulo « es recto (tiene amplitud 7/2) y el arco abarcado
tiene amplitud 7, luego ciertamente la amplitud de « es la mitad de la del arco
que abarca.

Si el angulo semiinscrito no inlcuye al centro O, llamando 5 = ﬁﬁ, tenemos
que la amplitud del dngulo es a = 7/2 — 3, mientras que la amplitud del arco
abarcado es m menos la amplitud del arco abarcado por m, que es 2 por el
teorema 1.26, es decir, es m — 24, el doble de a.

Si el angulo dado contiene al centro O, entonces se razona igualmente to-
mando 3 = BV A, n

Para angulos no inscritos ni semiinscritos tenemos dos posibilidades, segtin
que el vértice sea exterior o interior:

Teorema 1.42 Un dngulo con vértice exterior a una circunferencia y cuyos
lados sean secantes a ella es igual a la semidiferencia de los arcos que abarca.

DEMOSTRACION: Como en 1.26, el problema se reduce al caso en que uno
de los lados del angulo pase por el centro O de la circunferencia, como muestra
la figura.
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Entonces
azﬂ_a/—a//:,gu‘i‘&/—(ﬂ'—ﬁ/):ﬁ/l+5/—(,8+ﬁl/):6/_6
) T=6-8 B _n1-8

= T 2~ 2
En el caso general a serd la suma o la resta de dos angulos en el caso
precedente y la conclusion es inmediata. m

Nota El teorema anterior sigue siendo valido si uno de los lados del dngulo, o
ambos, es tangente a la circunferencia en lugar de secante. La prueba se reduce
una vez mas al caso en el que un lado pasa por el centro y el otro es tangente.

< ¢
xR
o
w

Entonces se forma un tridngulo rectangulo y es claro que los arcos abarcados
miden S =7/2 —ay v =mn/2+ «, luego su semidiferencia es a. =

Teorema 1.43 Un dngulo con vértice interior a una circunferencia es igual a
la semisuma de los arcos que abarca.

DEMOSTRACION: Una vez mas la prueba se puede reducir al caso en que O
estd en uno de los lados (podemos suponer que O no es el vértice, porque ese
caso es trivial). Ahora

a=r—-06—-p=8-56,

pero 26 + v + B = m, luego 26 = 3 — v, luego
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El problema de Regiomontano El problema siguiente fue planteado en
1471 por el matemético aleman Johannes Miiller, més conocido como Regio-
montano por su lugar de nacimiento (K6nigsberg):

Un cuadro estd colgado de una pared por encima de la altura de los
ojos de un observador. ;A qué distancia de la pared debe situarse
para ver el cuadro con mayor dngulo?

SOLUCION: La figura muestra de perfil la pared en la que se encuentra el
cuadro, cuyo perfil es a su vez el segmento AB. La linea punteada representa
la altura de los ojos del observador. Hay una tnica circunferencia que pasa por
Ay By es tangente a la linea del observador. En efecto, el centro C' de una
tal circunferencia tiene que estar sobre la mediatriz de AB y a una distancia
de B igual a la distancia entre la mediatriz y la linea del observador, luego es
la interseccion de la mediatriz con la circunferencia de centro B y radio dicha
distancia.

El punto de tangencia O es el punto desde el cual el cuadro se ve con angulo
maximo, pues dicho dngulo sera la mitad del arco abarcado A/E, mientras que
cualquier otro punto O’ a la altura de los ojos del observador estara fuera de la
circunferencia, y el angulo vendra dado por el teorema 1.42, luego sera la mitad
de la resta AB — A’B’ de los dos arcos que determina en la circunferencia, luego
serd menor que el dngulo desde O. ]



Capitulo 11

Medida de longitudes,
amplitudes y areas

Dedicamos este capitulo a precisar la relacion de los niimeros reales con la
geometria a través de la medida de angulos, amplitudes y areas, lo que a su vez
preparara el transito a la geometria analitica que presentamos en el apéndice A.
El lector que no tenga inconveniente en aceptar que la magnitud de un segmento,
de un angulo o de un area puede determinarse mediante un nimero real con
respecto a una unidad prefijada puede pasar directamente al capitulo siguiente.

Recordemos que, dada una longitud « y un ndamero racional r = m/n,
podemos definir ra como la longitud del segmento que resulta de tomar un
segmento de longitud «, dividirlo en n partes iguales y sumar una de ellas
consigo misma m veces.

Si 8 = ra, podemos decir que r es la “razon” entre « y 3, en el sentido
de que determina la magnitud de 8 en términos de la de a. Sin embargo,
tal y como explicibamos en la introduccion, los pitagéricos descubrieron que no
siempre hay un ntimero racional que relacione las longitudes de dos segmentos en
estos términos, y que fue Eudoxo quien, en un modelo sin precedentes de rigor
matematico, formulé una teoria de proporciones que permitia comparar dos
longitudes cualesquiera aunque fueran mutuamente inconmensurables, es decir,
aunque no pudieran expresarse en términos de una proporciéon entre niimeros
naturales. En la base de dicha teoria se encuentra el principio siguiente:

(x) Si o y B son dos longitudes arbitrarias (no nulas), existe un
numero natural n tal que o < nf.

En efecto, esto significa que si queremos recorrer una distancia « dando
pasos de longitud 3, tras un nimero finito n de pasos habremos alcanzado
nuestra meta, por lejana que estuviera o por pequenos que hayan sido nuestros
pasos. Cuanto mas lejana esté la meta o més pequefnios sean los pasos, méas
pasos se requeriran, pero siempre acabaremos alcanzando nuestro destino.

A su vez, de este principio se deduce este otro:

45
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(xx) Dada una unidad de medida o y dos longitudes f < v, existe
un numero racional r > 0 tal que § < ra < 7.

En efecto, podemos tomar un ntimero natural n > 0 tal que a < n(y — 3).
Al dividir en n partes las longitudes a y n(y — 8) vemos que (1/n)a < v — 8.
Igualmente, existe un namero natural m tal que § < (m/n)a. Si tomamos,
concretamente, el minimo m que cumple esto, tiene que ser m > 1 (porque
m = 1 no lo cumple), luego sera de la forma m = mg + 1 y asi se cumplira que

m m 1
—a<f<—a=—a+-a<f+(y-08)=7,
n n n

luego r = m/n cumple lo requerido.

Asi, aunque no podemos garantizar que S o v puedan expresarse en la
forma ra, si que podemos afirmar que existe un segmento de longitud r« (es
decir, conmensurable con «) que nos permite distinguir § de ~, en el sentido de
que podemos afirmar que ra excede a (3, pero no a 7.

Por lo tanto, podemos distinguir una longitud g8 de cualquier otra longitud -,
no igualandola a una longitud ra, que tal vez no exista, pero si comparandola
con todas las longitudes de la forma ra, cuando r varia en los ntimeros racio-
nales positivos. Mas precisamente, La relacion entre a y (3, es decir, el tamafio
de 8 con respecto a «, estad completamente determinada por la totalidad de los
nameros racionales r que cumplen ra < 8 (pues si sabemos cuales cumplen esto,
también sabemos que los que no lo cumplen son los que cumplen ra > ).

En otros términos, si nos proponemos medir una longitud § tomando como
unidad de medida otra «, nos encontramos con que los niimeros racionales po-
sitivos se dividen en dos clases:

A. Los nameros r > 0 tales que ra < (.
B. Los nimeros r > 0 tales que 8 < ra.

El problema es que no tiene por que haber ningin r para el que se dé la
igualdad, sino que puede ocurrir que siempre se cumpla ra < o < ra. La
teoria de Eudoxo consiste esencialmente en aprovechar que “medir 57, es decir,
determinar la “razén” o proporcion que se da entre « y 3, es lo mismo que
determinar a cual de las dos clases pertenece cada nimero racional. Si sabemos
distinguir qué ntmeros son de la clase A y cudles de la clase B, conocemos
exactamente el tamano de 8 en relacion a « (es el Gnico tamaflo mayor que
todos los tamanos ra, con r en la primera clase y menor o igual que todos los
tamafios 7 con r en la segunda clase). Euclides plasmé asi esta idea:

Definicion 5 Se dice que una primera magnitud guarda la misma
razon con una sequnda magnitud que una tercera con una cuarta
cuando cualquier equimailtiplo de la primera y la tercera exceden a
la par, son iguales a la par o son inferiores a la par que cualquier
equimultiplo de la sequnda y la cuarta, respectivamente y tomados
en el orden correspondiente. [Elementos, libro V]
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En otros términos:

Se dice que §/a = §/7 si, para todos los niimeros naturales no nulos
my n, si ma > ny (resp. ma = ny, ma < ny), también mg > nd
(resp. mfB =nd, mB < nd.)

No es dificil probar que 8/« = §/v es equivalente a v/« = §/5, y de aqui que
la definicién anterior equivalga a esta otra, que entronca mejor con la discusion
precedente:

Se dice que B/a = 8/ si, para todo nimero racional r > 0 se cumple
ra < f siy solo siry <é.

En estos términos, vemos que la definiciéon de proporcionalidad de Euclides
afirma que [ “es igual de grande” respecto a a como ¢ respecto a 7 si cada
multiplo racional de « se queda corto o se pasa de [ si y sblo si el mismo
multiplo de 7 se queda corto o se pasa de §.

Por ejemplo, si S es el doble de «, la relacién ra < f la cumpliran exacta-
mente los nimeros racionales 0 < r < 2, luego, si 8/« = §/~, lo mismo sucede
con la relacion ry < 4, y esto se traduce en que § también es el doble de ~y, por
lo que 8 guarda con « la misma proporcién que ¢ guarda con 7.

La relacion con la discusion precedente es que 8/« = /v equivale a que las
dos clases de nimeros racionales A y B que se forman al tratar de comparar «
con 3 sean las mismas que se forman al tratar de comparar v con §. Por lo tanto,
lo que en el fondo hace Euclides era tomar como “medida” de la proporcion
entre o y ( las clases de nimeros racionales positivos A y B correspondientes
(o simplemente la clase A, porque ésta determina a su vez la clase B, que no
consta sino de los nimeros racionales positivos que no estén en A).

En realidad Euclides no considera en ningtin momento conjuntos infinitos de
ntmeros, igual que nunca trabaja con rectas infinitas, sino con segmentos pro-
longables indefinidamente, y por eso mismo nunca llego a plasmar esta relacion
en términos numeéricos, pero aqui vamos a ver que las clases A y B determinadas
por dos longitudes « y 8 pueden determinarse a su vez por un nimero, pero
no un numero racional, pues ya hemos senalado que los niimeros racionales son
insuficientes para medir longitudes arbitrarias, sino mediante un namero real.
El resultado final es que asi restablecemos la concepcién inicial pitagorica de
que la proporciéon entre dos longitudes se puede expresar mediante un ntmero,
solo que para ello tendremos que considerar niimeros reales en vez de racionales.

Ahora bien, sucede que los matematicos griegos trabajaban exclusivamente
con magnitudes positivas. La idea de “ntimeros negativos” esta completamente
ausente en la matemaética griega. Por ello, si trataramos de introducir los ni-
meros reales sin méas que seguir las ideas que acabamos de discutir, llegariamos
tnicamente a los numeros reales positivos. Es cierto que luego seria relati-
vamente facil “retocar” algebraicamente el resultado para incorporar nimeros
negativos, pero es més razonable aprovechar desde un principio que los niimeros
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racionales negativos también tienen una interpretacién geométrica, lo cual nos
lleva a discutir otra idea de la que tampoco hay rastro en el contexto de la
matematica griega, y es la posibilidad de determinar los puntos de una recta
mediante coordenadas numéricas. Nos ocupamos de ello en la primera seccion.

2.1 Rectas y circunferencias graduadas

Recogemos aqui la definicion que ya hemos discutido en la introduccion
precedente:

Definicién 2.1 Si« es una longitud y » = m/n es un namero racional positivo,
definimos ra como la longitud que resulta de tomar un segmento de longitud «,
dividirlo en n partes iguales y sumar m veces una de estas partes.

Si 8 = ra, podemos decir que 7 es la “razon” entre las longitudes o y 8. Una
comprobacién rutinaria nos da las propiedades siguientes:

1. r(a+8)=ra+rp, (r+s)a=ra+sa, (rs)a=r(sa), la=a,
2. Sira =rpf entonces a = f3,
3. Si ra = sa, entonces r = s,
4. Si o < B entonces ra < rf3,

5. Sir < s entonces ra < sa.

Observemos que, en 1) la primera propiedad afirma que si sumamos una
longitud que es r veces més grande que « con otra que es T veces méas grande
que S, el resultado es r veces mas grande que « + . Similarmente, la segunda
propiedad puede interpretarse como que si una longitud mide r tomando o como
unidad de medida y otra mide s, entonces la medida de la suma es r + s. La
tercera propiedad afirma que si una longitud es s veces més grande que « y
otra es r veces mas grande que la primera, entonces ésta es rs veces mas grande
que a.

Nuestro objetivo a medio plazo es estar en condiciones de afirmar esto mismo,
pero sustituyendo los ntimeros racionales por nimeros reales. Esta definicion de
“producto” de un namero racional (posteriormente real) por una longitud ex-
presa la nocién de “medida” de longitudes, pero sélo involucra ntimeros positivos.
Para “hacerles un hueco” a los niimeros negativos introducimos seguidamente la
nocién de recta graduada.

Observemos en primer lugar que podemos movernos a lo largo de una recta
exactamente en dos sentidos opuestos, si bien es preferible expresar esta idea en
términos “estaticos” diciendo que una recta admite exactamente dos ordenacio-
nes naturales. Basta una flecha para especificar una de ellas. Por ejemplo, en la
figura siguiente, la flecha que hemos representado determina el orden respecto
alcual P<Q < R< S<T.
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En cambio, con la flecha opuesta estariamos especificando el orden opuesto,
respecto al cual T' < S < R < ) < P, y no hay méas posibilidades. Ninguna de
las dos ordenaciones “naturales” de la recta cumple P < R < @, por ejemplo.
Cuando fijamos en una recta una de sus dos ordenaciones naturales, se dice que
hemos orientando la recta, o que hemos fijado en ella una orientacion.

Una recta graduada es una recta en la que hemos seleccionado arbitraria-
mente dos puntos distintos, Py y P;.

En una recta graduada consideraremos siempre la tinica orientacién que hace
que Py < P, de modo que toda recta graduada es siempre una recta orientada.
Llamaremos semirrecta positiva a la semirrecta de origen Py que contiene a P;
0, equivalentemente, a la semirrecta formada por los puntos mayores que Fp
respecto de la orientacién asociada a la graduacién. La semirrecta opuesta sera
la semirrecta negativa.

Pero con una graduacion (es decir, fijando dos puntos Py y P; en una recta)
no sélo estamos fijando en ella una orientaciéon, sino también una unidad de
medida, el segmento Py P;. Esto nos permite asignar un punto de la recta a cada
numero racional r. Concretamente, a cada ntimero racional r > 0 le podemos
asignar el tinico punto P, de la semirrecta positiva que cumple Py P, = rPyP;, v a
cada nimero racional r < 0 le asignamos el punto que cumple Py P, = (—1)Py P,
y esta en la semirrecta negativa.

La figura muestra una recta graduada en la que estan senalados los puntos
asociados a los nimeros racionales de la forma m/10, para los primeros valores
de m, tanto positivos como negativos.

En general, es claro que r < s si y s6lo si P. < P;s en el orden determinado
por la graduacion.

Es importante recordar que esta asignacién de ntimeros racionales a algunos
puntos de una recta depende de la eleccion arbitraria de los puntos Py y P o,
en otros términos, de la eleccién de Py, de la unidad de medida u = Py P, y de
la orientacion de la recta (es decir, de la elecciéon de la semirrecta determinada
por Py en la que situamos a P;). Cambiando estas elecciones podemos obtener
distintas graduaciones de una misma recta.

La propiedad (#*) que hemos demostrado mas arriba se traduce inmediata-
mente en esta otra:

Teorema 2.2 Si P < @ son dos puntos de una recta graduada, existe un ni-
mero racional tal que P < P, < Q.
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DEMOSTRACION: Si P es negativo y @ positivo, basta tomar r = 0. Si
0 < P < Q, cambiando P por un punto entre P y () podemos suponer que
0 < P < @, en cuyo caso por (kx*) existe un r tal que

PyP <rPyP, < FyQ,

lo cual equivale a que P < P, < @. Si los dos puntos son negativos se razona
analogamente. L]

Esto significa que los puntos de una recta graduada asociados a ntmeros
racionales estan “por todas partes” en el sentido de que cualquier segmento, por
pequenio que sea, esté donde esté, contiene uno de ellos (infinitos, de hecho). Sin
embargo, el descubrimiento que hizo temblar la matematica griega es equivalente
a que en una recta graduada hay puntos que no son de la forma P,, para ningtn
nimero racional r.

Pero antes de entrar en el problema de como asignar niimeros a los puntos
restantes, vamos a ver que podemos graduar analogamente cualquier circunfe-
rencia.

Definicién 2.3 Si « es una amplitud y = m/n es un ntimero racional positivo,
definimos ra como la amplitud que resulta de tomar un dngulo de amplitud «,
dividirlo en n partes iguales y sumar m veces una de estas partes (si es posible).

Al contrario de lo que sucede en el caso de las longitudes, la amplitud ra no
esta definida para todos los ntimeros racionales, puesto que el angulo (1/n)a no
se puede sumar repetidamente un nimero arbitrario de veces, sino que al cabo
de un ntmero finito de sumas llegaremos a un angulo en cuyo angulo opuesto
no cabra ya (1/n)a y no seré posible realizar ninguna suma maés.

Ahora bien, es claro que, cuando se puede calcular, (m/n)a depende real-
mente del ntumero racional r = m/n, pero no de la fraccion concreta con la que
elegimos calcularlo.

Maés aun, para toda amplitud «, se cumple que ra esta definido al menos
cuando 0 < r < 1, pues si dividimos « en n partes iguales, siempre podremos
sumar al menos n de ellas hasta obtener de nuevo a.

Notemos también que si r < s y sa esta definido, también lo esta r«, pues
podemos expresar r = m/n, s = m//n, con m < m’, y si podemos sumar m’
veces el angulo (1/n)a para calcular sa, también podemos sumarlo m veces
para calcular ra.

También es facil convencerse de que, cuando todos los dngulos implicados
se pueden calcular, se cumplen las mismas propiedades que en el caso de las
longitudes:

1. rla+p8)=ra+rB, (r+sa=ra+sa, (rs)a=r(sa), la=a,

2. Si ra = rf entonces o = f3,
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3. Sira = sa, entonces r = s,
4. Si a < 8 entonces ra < rf3.

5. Si r < s entonces ra < sa,

Si 8 = ra, podemos decir que 7 es la “razén” entre las amplitudes a y 3,
pero, al igual que sucede con las longitudes, dadas dos amplitudes « y 3, no
tiene por qué existir un ntumero racional que permita expresar 8 = ra.

Al igual que por una recta podemos movernos en dos sentidos opuestos, en
una circunferencia podemos girar también en dos sentidos opuestos. Si vemos
la circunferencia de frente, podemos describirlos como el “sentido horario” (el
sentido en que se mueven las agujas de un reloj) y el “sentido antihorario” (el
sentido opuesto), pero hay que tener presente que basta mirar la circunferencia
desde el lado opuesto para que el “sentido horario” se convierta en el “antihorario”
y viceversa, por lo que estos términos son ambiguos en general. No obstante,
basta una flecha, como en la figura, para especificar una orientaciéon en una

circunferencia:

Una circunferencia graduada es una circunferencia ¢ (digamos, de centro O)
en la que hemos fijado dos puntos Py y P; que no sean opuestos. Llamaremos
semiplano inicial al semiplano respecto de la recta OF, que contiene a P;.

Para cada amplitud «, existe un tinico angulo de amplitud « que tiene a 5‘]?0
como uno de sus lados y esté contenido en el semiplano inicial si es convexo y
lo contiene si es concavo. El lado distinto de O P, corta a la circunferencia ¢ en
un tnico punto P,, de modo que a amplitudes distintas corresponden puntos
distintos (en virtud de los teoremas 1.10 y 1.11) salvo en el caso de las amplitudes
correspondientes a los angulos nulos y completos, pues a ambas les corresponde
el punto F.
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La figura muestra una circunferencia graduada junto con los punto P,, Pz y
P, correspondientes a tres amplitudes. Observemos cémo o corrresponde a un

—
angulo convexo, por lo que el &ngulo PyOP, esta contenido en el semiplano ini-
cial (el que contiene a P;), mientras que 8y ~y corresponden a angulos concavos,
por lo que sus angulos correspondientes contienen el semiplano inicial.

Esto nos define una ordenacion de los puntos de la circunferencia, dada
por que P < @ si y solo si, cuando representamos los puntos como P = P, y
Q@ = P3 (de modo que, si tenemos que elegir entre la amplitud nula y la amplitud
completa elegimos la primera), se cumple o < 3.

Si adoptamos el convenio habitual de representar Py —como en la figura—
sobre una recta horizontal y a la derecha del centro de la circunferencia y P; en el
semiplano superior, entonces moverse por la circunferencia en sentido ascendente
significa girar en sentido antihorario, pero si elegimos Py a la izquierda del centro
(o P en el semiplano inferior, pero no ambas cosas), la relacion se invierte y el
sentido de giro ascendente pasa a ser el sentido horario. Asi pues, una graduacion
de una circunferencia determina en ella una orientacion.

En el caso de las amplitudes representadas en la figura anterior, como ob-
viamente o < 8 < v, tenemos también que P, < Pg < P,. El punto F; es
el minimo y, si vamos girando en sentido antihorario, vamos recorriendo la cir-
cunferencia en sentido creciente. No hay un punto méaximo, pues a medida que
nos acercamos de nuevo a Py “desde abajo” vamos pasando por puntos cada vez
mayores, sin que ninguno sea el mayor de todos.

En una circunferencia graduada tomaremos como unidad de medida de am-
plitudes la del d4ngulo o = Wl. Para cada ntimero racional r para el que ra
esté definida, escribiremos P, en lugar de P,,. Por ejemplo, la figura siguiente
muestra una circunferencia graduada en la que P, esta definido hasta n = 6,
mientras que P, /1o estd definido hasta n = 62:

P
Py

P
Ps

Ps

Una diferencia notable entre el caso de las longitudes y el de las amplitudes
es que no tenemos ningtn criterio particular para elegir una unidad de longitud,
sino que la eleccién es necesariamente arbitraria. En cambio, existen muchas
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formas de determinar una unidad de amplitud de angulos. Por ejemplo, Eucli-
des tom6 como unidad el angulo recto, mientras que otra elecciéon tradicional
es el grado seragesimal, que no es sino la amplitud que resulta de dividir la
circunferencia en 360 partes iguales (o el angulo recto en 90 partes iguales).

La figura siguiente muestra una circunferencia graduada tomando como uni-
dad el grado sexagesimal «, en la que estan representados los puntos P, corres-
pondientes a los multiplos de 5 grados:

En cualquier circunferencia graduada se cumple el analogo al teorema 2.2:

Teorema 2.4 Si P < Q son dos puntos de una circunferencia graduada, existe
un ndmero racional tal que P < P, < Q.

DEMOSTRACION: Sea o = @1 y consideremos las amplitudes 8 < v que
cumplen P = Pg, @ = P,. Sustituyendo ~ por otro angulo 5 < " < podemos
suponer que y— 3 es menor que la amplitud opuesta a°. Esto implica que existe
un namero natural n > 0 tal que a < n(y — ), pues si ng es el maximo natural
que cumple ng(y — ) < @y n =mng + 1, todavia es posible calcular

n(y —B) =no(y —B) +v— B,

pues la condicion para ello es que 7 — 8 < (no(y — 8))° < a°, y por la eleccion
de ng sera n(y — ) > a.

Por lo tanto, (1/n)a < v— . Tomando un n mayor si es necesario, podemos
suponer que (1/n)a < °, con lo que, por el mismo argumento, existe un nimero
natural m tal que 8 < (m/n)a. Si tomamos, concretamente, el minimo m que
cumple esto, tiene que ser m > 1 (porque m = 1 no lo cumple), luego sera de la
forma m = mgy + 1 y asi se cumplira que

m m m 1
La<pf<—a=—"a+-a<f+(y-B) =1,
n n n n

luego r = m/n cumple lo requerido. m
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2.2 Los ntimeros reales

En la seccién anterior, con objeto de “poner en escena”’ a los nimeros nega-
tivos, hemos transformado el problema clésico de coémo medir una longitud en
términos de una unidad de medida (que so6lo involucra cantidades positivas) en
el problema “mas moderno” de cémo asignar una coordenada a cada punto de
una recta.

Al analizar el primero, habiamos llegado a la conclusion (que es la base de
la teorfa de las magnitudes de Eudoxo y Euclides) de que determinar la “razén”
de una longitud S con respecto a una unidad de medida « equivale a dividir los
nameros racionales positivos en dos clases A y B, de modo que en la primera
estan los que cumplen ra < 8y en la segunda los que cumplen 5 < ra. En
términos de rectas graduadas, podemos decir lo siguiente:

A la hora de determinar la posicién de un punto P en una recta graduada
en términos de la graduacion, los numeros racionales (tanto positivos como
negativos) quedan divididos en dos clases:

A. Los nameros r tales que P, < P.
B. Los ntimeros r tales que P < P,.

Equivalentemente, P divide a la recta en dos semirrectas, y en la clase A
estan los nimeros racionales tales que P, estd en una de las semirrectas, y en
la clase B los que tienen P, en la semirrecta opuesta.

Es claro que si 7 < s y s estd en la clase A, entonces r también esti en
la clase A, por lo que cualquier nimero de la clase A es menor que cualquier
namero de la clase B.

Asi pues, tenemos Q dividido en “dos mitades” A y B, y esta particion de Q
determina univocamente la posiciéon de P en la recta, pues P es el tinico punto
que cumple a la vez que P, < P para todo r de la clase A y que P < P, para
todo r de la clase B.

En efecto, si hubiera dos, digamos P < P’, por el teorema 2.2 habria un
numero racional 7 tal que P < P, < P’, con lo que r deberia estar en A por la
propiedad de P’ y en B por la propiedad de P, y tenemos una contradiccion.

Si P = P, entonces el nimero racional s es claramente el minimo de By,
por consiguiente, es mayor que todos los elementos de A. Podemos expresar esto
diciendo que s esta “entre Ay B”. Y el problema al que nos estamos enfrentando
es que, en general, no tiene por qué haber ningin nimero racional entre A y B.

Consideremos el caso “clasico” de la raiz cuadrada de 2, para lo cual consi-
deramos el tridngulo rectangulo con catetos de longitud 1 que muestra la figura:
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El teorema de Pitdgoras implica que si el vértice del tridngulo que hemos
marcado como P (situado entre Pr/5 y Pg/5, mas cerca del primero que del
segundo) fuera de la forma P., para cierto nimero racional r, éste tendria que
cumplir 72 = 2, pero es facil ver que no existen ntimeros racionales con esta
propiedad (véase el final de la seccion 2.1 de [ITAl]). Mas precisamente, no es
dificil probar que, en este caso, las clases A y B determinadas por P son

A={reQ|r<0o0r*<2}, B={rcQ|r>0yr?>2}

pero no hay ningtin niimero racional v/2 que sea mayor que todos los ntmeros
de A y menor que todos los nimeros de B. Podemos expresar esto diciendo
que Q tiene un “agujero microscopico” entre A y B. Tenemos dos partes de Q
“claramente separadas”’ (todos los numeros de A estan por debajo de todos
los nimeros de B) pero no hay ningtn nimero que marque el final de A y el
principio de B, mientras que el nimero que “deberia” describir la posiciéon de P
en la recta graduada “deberia” ser un niimero situado justo en esa posicion.

La conclusiéon a la que llegamos es que, para estar en condiciones de asignar
una coordenada a cada punto P de una recta graduada, necesitamos un cuerpo
ordenado R (a cuyos elementos llamaremos niimeros reales') que contenga a Q
y que cumpla ademés la propiedad siguiente:

Si dividimos la totalidad de los nimeros reales en dos conjuntos no
vacios A y B de modo que cada elemento de A es menor que cada
elemento de B, entonces existe un numero real que, o bien es el
mdximo de los elementos de A, o bien es el minimo de los elementos
de B (segin si estd en A o en B).

Esta propiedad se conoce como completitud, de modo que lo que estamos
diciendo es que necesitamos un cuerpo ordenado completo.

Pero sucede que s6lo existe un cuerpo ordenado completo, por lo que al decir
que R es un cuerpo ordenado completo ya estamos determinando exactamente
qué son los nameros reales. Remitimos al lector a la seccion 1.5 de [ITAl] para
familiarizarse con sus propiedades béasicas si es que no esté ya familiarizado con
ellas. El resumen es que los nimeros reales estan determinados por expresiones
decimales posiblemente infinitas, como

V2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769 . . .

Un ntmero real no es ni mas ni menos que una expresion de este estilo (tal
vez con un signo negativo delante). Ademaés, los niameros reales son un cuerpo
arquimediano, es decir, que cumple la versiéon “abstracta” de la propiedad geo-
métrica (%), lo cual a su vez implica la version abstracta de (xx), es decir, que
entre dos ntimeros reales hay siempre un ntimero racional. Esto a su vez hace que
las operaciones entre niimeros reales estén completamente determinadas por las
operaciones correspondientes entre ntmeros racionales. Ahora es facil probar:

1El calificativo de “real” no tiene una interpretacién en este contexto, sino que se introdujo
posteriormente para distinguir los nameros reales de los “imaginarios”, que forman parte de
un cuerpo aun mayor que el de los nimeros reales, el cuerpo C de los nimeros complejos.
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Teorema 2.5 Para cada punto P en una recta graduada, exviste un unico ni-
mero real ap que cumple que st r es un numero racional, entonces P, < P si y
solo si r < ap. Mads en general, se cumple

P.<P, P.=P, P.>P siysilosi r<ap, r=ap, r>ap,
respectivamente. Mds atin, P < @ si y sdlo si ap < ag.

DEMOSTRACION: Podemos modificar las definiciones de las clases A y B
para que contengan entre ambas a todos los ntimeros reales y no sélo a los
racionales. Concretamente, consideramos las clases de nimeros reales:

A. Los niumeros reales a tales que existe un nimero racional r que cumpla
a<ryP.<P.

B. Los ntimeros reales a tales que o > r para todo nimero racional r que
cumple P, < P.

Es obvio que estas clases contienen a las clases respectivas de niimeros ra-
cionales que teniamos definidas, pero ahora todo nimero real estd en una de
ellas y es claro que todo nimero real menor o igual que un elemento de A estéa
en A, por lo que cada elemento de A es menor que cada elemento de B. Ahora
podemos aplicar la completitud de R para concluir que existe un niimero real ap
que es el maximo de A o bien el minimo de B.

Veamos que cumple lo requerido. Si P. < P, entonces, por el teorema 2.2
existe un namero racional s tal que P, < Py < P, de donde se sigue que r < s
ys€ A luegor <s<ap.

Reciprocamente, si P < P,, entonces r € B, pues si fuera r € A existiria un
nimero racional s tal que r < sy P; < P, luego P, < P; < P, en contradicciéon
con lo supuesto. Por lo tanto, ap < r.

Se cumple que ap es tnico, pues si @, cumpliera lo mismo, podemos suponer
que ap < ap, y existiria un ntmero racional entre ambos, ap < r < o/p, pero
entonces deberia ser P < P, y P. < P, con lo que tenemos una contradiccién.

Si P. > P, podemos tomar s tal que P, > P; > P. Por la parte ya probada,
tiene que ser ap < s < r. Reciprocamente, si ap < 7, podemos tomar un
nimero racional ap < s < r, con lo que, por la parte ya probada, P < Ps; < P,.

Si P = P,., es obvio que r cumple la propiedad requerida, luego por la
unicidad tiene que ser ap = r.

Por ultimo, si tenemos dos puntos P < @, podemos tomar un nimero ra-
cional tal que P < P, < @, y entonces ap < r < ag. Reciprocamente, si
ap < @, podemos tomar un ntmero racional tal que ap < r < g, y entonces
P< P <Q. n

En otras palabras, ahora tenemos asignada una coordenada real ap a cada
punto P de una recta graduada, de modo que si P = P,, su coordenada es
precisamente r. Ademas, la ordenacion de los nimeros reales se corresponde
con la ordenaciéon de los puntos de la recta.
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En principio, ya hemos resuelto el problema que nos habiamos planteado:
extender el cuerpo QQ de los nimeros racionales para asignar coordenadas a todos
los puntos de una recta, pero con ello se nos ha planteado el problema reciproco:
;podemos asegurar que todo nimero real es la coordenada de un punto de la
recta?

La respuesta es afirmativa si aceptamos la version geométrica de la comple-
titud de R:

Principio de continuidad §i dividimos los puntos de una recta orientada
en dos conjuntos no vacios A y B de modo que cada punto de A es menor que
cada punto de B, entonces existe un punto P que, o bien es el mdximo de los
elementos de A, o bien es el minimo de los elementos de B (segin si estd en A
o en B). Equivalentemente, A y B tienen que ser las semirrectas determinadas
por un punto P de la recta.

Enseguida discutiremos el contenido geométrico de este principio, pero en
primer lugar veamos que zanja definitivamente el problema de la corresponden-
cia entre los nimeros reales y los puntos de una recta:

Teorema 2.6 Dada una recta graduada, la asignacion P — ap hace corres-
ponder biunivocamente los puntos de la recta con los nimeros reales.

DEMOSTRACION: Sélo falta demostrar que todo nimero real « es de la
forma ap, para un cierto punto P de la recta graduada. En efecto, podemos
dividir la recta en dos clases:

A. Los puntos P tales que ap < a.
B. Los puntos P tales que a < ap.

Notemos que hay puntos de ambos tipos, pues existen niimeros racionales
r < a<s,yentonces P, estd en Ay Ps estd en B. Es claro que esta particion
de la recta cumple los requisitos del principio de completitud, luego existe un
punto P que es el maximo de A o bien el minimo de B.

Si fuera ap < «, podriamos tomar un ntimero racional r tal que ap < r < «,
con lo que P < P,y asi Py P, estarian ambos en A, pero P no seria el maximo,
lo cual es imposible. Si, por el contrario, a < ap, tomamos a < r < ap y
entonces P, < Py ambos estan en B, con lo que P no es el minimo y de nuevo
tenemos una contradiccion. Asi pues, tiene que ser ap = a. n

El resumen de lo que hemos probado es lo siguiente:

1. No siempre es posible determinar la posiciéon de un punto P en una recta
graduada mediante un ntimero racional.

2. En general es necesario considerar el conjunto A de todos los niimeros
racionales que cumplen P, < P (y también, si se quiere, el conjunto B de
los que cumplen lo contrario, pero en realidad B esta determinado por A,
pues es simplemente el conjunto de los nimeros racionales que no estan
en A).
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3. Sin embargo, los conjuntos A y B estédn determinados por un tinico ntimero
real ap, que es el inico namero real situado entre ambos, es decir, el tnico
que cumple que los elementos de A son los nimeros racionales r < ap y
los elementos de B los ntimeros racionales » > ap.

4. En conclusién, el nimero real ap determina completamente la posicion
del punto P en una recta graduada.

De este modo, el cuerpo R de los nimeros reales puede verse como una “recta
abstracta”, que se puede “materializar” en cualquier recta sin mas que graduarla
fijando en ella dos puntos Py y P;. Con esto cada punto de la recta puede
identificarse con un tnico nimero real.

Asi, a partir de ahora, cuando representemos asi una recta graduada:

deberemos recordar que, aunque sélo “marquemos” en ella unos pocos nimeros,
en realidad todos los ntimeros reales tienen un lugar asignado en ella.

El principio de continuidad Pasemos a examinar con méas detalle el conte-
nido geométrico del principio de continuidad. Hasta ahora hemos aceptado sin
discusion alguna cualquier afirmacion geométrica que pueda considerarse como
“intuitivamente evidente”. Por poner un par de ejemplos:

Si una recta r pasa por un punto P interior a una circunferencia c
de centro O (es decir, tal que OP sea menor que el radio de c),
entonces r corta a ¢ exactamente en dos puntos.

Por un punto exterior a una recta pasa una unica paralela.

;Podemos considerar el principio de continuidad como un hecho evidente
como los dos anteriores y que, por lo tanto, no necesita mayor discusion? La
respuesta? es que si, aunque no exactamente en el mismo sentido. Los dos
ejemplos que hemos puesto corresponden a afirmaciones cuya negaciéon es in-
tuitivamente inconcebible: no es posible imaginar una recta que pase por un
punto interior de una circunferencia sin que la corte en dos puntos, al igual
que no es posible imaginar dos rectas paralelas a una tercera que se corten en
un punto. Por eso podemos decir que —siempre que entendamos por “punto”,
“recta”, “circunferencia” etc., lo que intuitivamente entendemos como tales—,
esas afirmaciones son incuestionablemente verdaderas a priori.

En cambio, la situaciéon que plantea el principio de continuidad es la po-
sibilidad de tener una recta dividida en dos “cuasisemirrectas” opuestas, pero
que podrian no tener origen. Eso supondria que la recta tendria un “agujero

2En este punto estamos entrando en una cuestién de filosofia de la matematica, por lo que
posiblemente habra disparidad de opiniones, no s6lo entre los filésofos, sino también entre los
mateméaticos que saben de lo que hablan, de modo que el lector debera analizar criticamente
lo que sigue y juzgar por si mismo si comparte nuestro punto de vista.
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microscdpico”, un agujero de grosor nulo, pero que no dejaria de ser un agujero
en el sentido de que “faltaria un punto” en el lugar donde tendria que estar el
origen comun de ambas “semirrectas”. Ahora bien, los “agujeros microscopicos”
no se ven, por lo que nadie puede decir con fundamento “veo claramente que
las rectas no tienen agujeros microscopicos”’, del mismo modo que nadie puede
decir “veo claramente que esta recta tiene aqui un agujero microscépico”.

En determinadas circunstancias, disponemos de argumentos geométricos que
nos garantizan que determinados “huecos microscopicos” tienen que estar ocu-
pados por un punto, como es el caso de v/2 que ya hemos discutido, pero consi-
deremos un nimero real famoso que, no obstante, no tiene conexién alguna con
la geometria elemental, el nimero de Euler:

e = 2.7182818284590452353602874713526624977572470936999 . . .

{,Cémo sabemos que hay un punto en la recta con coordenada e? ;Quién puede
decir que “ve” que existe o que no existe tal punto?

La respuesta —siempre a nuestro juicio— es la siguiente:

Un punto no es mas que una posicion en el plano (o, si nos limitamos a
considerar los puntos de una recta, no es mas que una posicion en la recta).
Cuando afirmamos que, efectivamente, existe un punto en toda recta graduada
de coordenada e, lo que queremos decir es que podemos responder con absoluta
precision a la pregunta de donde esta ese punto. Asi, en la figura siguiente
vemos varias ampliaciones sucesivas de una recta graduada, y en todas ellas
hemos marcado la posicién que ocupa el ntmero e.
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268 270 272 274

2.716 2.718' 2.720 2.722

! ! ! ! P ! !

L
27179  2.7180 2.7181 27182 27183  2.7184 27185  2.7186

271825 2.71826 2.71827 2.71858 2.71829 271830 2.71831 2.71832

El hecho de que siempre podamos senalar, con cualquier grado de precision
que se requiera, en qué punto de la recta se encuentra el niimero e es tanto como
afirmar que existe el punto ocupado por el nimero e. Preguntarse si podria no
existir es lo mismo que preguntarse si podria no existir el nimero natural 7, de
modo que entre el 6 y el 8 hubiera un “hueco” y que cuando hablamos del 7 en
realidad no estuviéramos hablando de nada. Igual que el 7 existe —como objeto
matematico ideal— simplemente porque podemos usarlo para contar, también
podemos afirmar que el punto de coordenada e existe porque podemos senalar
su posicién en cualquier recta. No es cuestién de si uno “ve que existe o ve que
falta”, del mismo modo que la existencia del 7 no depende de que uno “vea” o
“no vea” el 7.
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Es verdad que buena parte de la geometria euclidea sigue siendo valida si
consideramos rectas “porosas’ que no contengan mas que, por ejemplo, puntos
de coordenadas algebraicas, pero, si trabajamos con tales rectas, simplemente
estamos renunciando a considerar los puntos que no queremos considerar, lo
cual no quita para que “estén ahi a nuestra disposiciéon” para cuando queramos
usarlos. En este sentido, podriamos considerar que el principio de continuidad
es, no ya una afirmacion geométrica intuitivamente evidente, sino casi una afir-
macién analitica, es decir una afirmacion que es cierta por el mero significado
de sus términos. n

Veamos otro uso de la completitud de R:

Teorema 2.7 Para cada circunferencia graduada, existe un tnico nimero real ™
tal que los puntos P, estdn definidos eractamente para los nimeros racionales
que cumplen 0 < 1 < 27.

DEMOSTRACION: Podemos dividir los nimeros reales en dos clases:

A. Los numeros « tales que existe un ntmero racional r» > 0 tal que P, esta
definido y a < r.

B. Los ntiimeros a que no cumplen lo anterior.

Notemos que si > 0 es un nimero racional, entonces r estd en A si P,
esta definido y estd en B en caso contrario. Ademaés, todo ntiumero real menor o
igual que un elemento de A esta en A, por lo que cada elemento de A es menor
que cada elemento de B, y podemos aplicar la completitud de R, que nos da
un numero real p que es el maximo de A o bien el minimo de B. Llamemos
7 = /2, de modo que p = 2.

Si 7 > 0 cumple que P, esté definido, por 2.4, podemos tomar un nimero
racional s tal que P. < P, con lo que s esta en A, luego r < s < 2mw. Reci-
procamente, si 0 < r < 27 es un namero racional, necesariamente 7 esta en A,
pues si estuviera en B el nimero 27 estaria en B, pero no serfa su minimo. Por
lo tanto, existe un s tal que r < s y P, esta definido, luego P, también esta
definido.

Solo falta probar que 7 es tnico, pero si 7 cumpliera lo mismo y, por ejemplo,
7 < 7w, podrfamos tomar un ntmero racional 2 < r < 27, y entonces P,
tendria que estar definido por la propiedad de 7’ y no tendria que estarlo por
la propiedad de 7. L]

Por ejemplo, si graduamos una circunferencia tomando como unidad de am-
plitudes el angulo recto, entonces m = 2, y si tomamos como unidad el grado
sexagesimal, entonces m = 180, pero si tomamos una amplitud arbitraria, el
nimero 7 puede ser irracional.

Ahora podemos probar el teorema anélogo a 2.5 y 2.6:

Teorema 2.8 Consideremos una circunferencia graduada ¢ y sea ™ > 0 el ni-
mero real dado por el teorema anterior. Para cada punto P en c, existe un inico
numero real 0 < ap < 2w que cumple que si r es un nimero racional, entonces
P. <P siysdlosir<ap.
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Mds en general, se cumple
P.<P, P.=P P.>P siysislosi r<ap, T=ap, r>ap,

respectivamente. Mds ain, P < Q si y solo si ap < ag.
La asignacion P — ap hace corresponder biunivocamente los puntos de la
circunferencia con los niumeros reales 0 < o < 2.

DEMOSTRACION: Podemos dividir los nimeros reales en dos clases:

A. Los ntimeros « tales que existe un ntimero racional 0 < r < 27 de modo
que a <ry P.<P.

B. Los ntimeros que no estan en A.

Una vez mas es claro que podemos aplicar la completitud de R para concluir
que existe un nimero ap que es el maximo de A o bien el minimo de B.

Como A contiene obviamente al 0 y a todos los nimeros negativos, es claro
que 0 < ap. Por otro lado, tomando un nimero racional s tal que P < P,
vemos que ap < s < 2.

Veamos que ap cumple lo requerido. Si P, < P, por 2.4 existe un ntmero
racional s tal que P. < P; < P, de donde se sigue que r < sy s € A, luego
r<s<ap.

Reciprocamente, si r < ap, podemos tomar un niamero racional r < s < ap,
y necesariamente s esta en A, luego existe otro nimero racional ¢ tal que s <t
y P, < P. En total, P, < Ps < P, < P.

Se cumple que ap es Gnico, pues si op cumpliera lo mismo, podemos suponer
que ap < ap, y existirfa un namero racional entre ambos, ap < r < op, pero
entonces deberia ser P < P, y P, < P, con lo que tenemos una contradiccién.

Si P. > P, podemos tomar s tal que P. > P; > P. Por la parte ya probada,
tiene que ser ap < s < r. Reciprocamente, si ap < r, podemos tomar un
nimero racional ap < s < r, con lo que, por la parte ya probada, P < P; < P,.

Si P = P,, es obvio que r cumple la propiedad requerida, luego por la
unicidad tiene que ser ap = r.

Si tenemos dos puntos P < @, podemos tomar un namero racional tal que
P < P. <@,y entonces ap < r < ag. Reciprocamente, si ap < ag, podemos
tomar un nimero racional tal que ap < r < ag, y entonces P < P, < Q.

Ahora solo falta probar que si 0 < a < 27 es un numero real arbitrario,
existe un punto P en la circunferencia graduada tal que ap = «. Podemos
suponer que « > 0, pues ciertamente el punto P cumple aop, = 0.

Podemos dividir los puntos de la circunferencia en dos clases:
A. Los puntos P tales que ap < a.

B. Los puntos P tales que a < ap.
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Notemos que hay puntos de ambas clases, porque podemos tomar niimeros
racionales 0 < r < a < s < 2w, y entonces P, estd en A y Ps estd en B.
También es claro que si Q < Py P esta en A, lo mismo le sucede a @, por lo
que tenemos la circunferencia partida en dos clases A y B, de modo que cada
punto de A es anterior a cada punto de B.

Observemos ademas que no puede haber dos puntos P < @ en la circunfe-
rencia situados entre A y B, es decir, que sean mayores o iguales que todos los
puntos de A y menores o iguales que todos los puntos de B, pues entre ambos
tendria que haber un tercer punto que no estaria ni en A ni en B.

Y si existe un punto P situado entre A y B, entonces ap = «, pues si fuera
ap < a, podriamos tomar un numero racional tal que ap < r < «, y entonces
P < P, con P, en A, en contradicciéon con lo supuesto sobre P, y si fuera
a < ap, entonces un nimero racional o < s < ap haria que P; < P con P;
en B, también en contra de lo supuesto.

Por lo tanto, el teorema queda probado si admitimos que existe un punto P
situado entre A y B, pero esto —que no es sino la version para circunferencias
del principio de continuidad— es cierto por el mismo argumento con el que
hemos justificado el principio para rectas: los conjuntos A y B determinan
ciertamente una posicién en la circunferencia, luego decir que hay un punto en
dicha posicién es tan obvio como decir que hay un ntmero natural para contar
cualquier conjunto finito de cosas.? L]

Asi pues, a partir de aqui sabemos que en una circunferencia graduada po-
demos situar todos los niimeros reales 0 < a < 27. Conviene considerar que 2w
se sitda en el mismo punto que 0:

90°

270°

La figura muestra la circunferencia graduada sexagesimal. Es costumbre es-
cribir 90° para representar 90«, donde « es la longitud de un grado sexagesimal.

3Dicho de otro modo: el principio de continuidad para circunferencias no es ni mas ni
menos evidente que el principio de continuidad para rectas. Podriamos demostrar aquél a
partir de éste usando la proyecciéon estereografica, pero seria demostrar un hecho a partir de
otro que no es ni mas ni menos evidente que lo que queremos demostrar.
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2.3 Medida de segmentos y angulos

Medida de segmentos Una vez hemos resuelto el problema de cémo incor-
porar los nimeros reales a la graduacion de una recta o de una circunferencia,
podemos volver al contexto clésico con el problema de la medida de longitudes.
Para medir un segmento sélo necesitamos poner sobre él una regla graduada
(técnicamente, una recta graduada) situando uno de sus extremos en el 0 y
viendo en qué punto esté el otro. Con la notacién que venimos empleando, este
proceso cotidiano de arrimar una regla a un segmento para ver cuanto mide se
describe asi:

Definicion 2.9 La medida de un segmento s respecto de una unidad de longi-
tud « es el namero real m,(s) = p > 0 que cumple que, en una recta graduada
que cumpla Py P; = «, el segmento PP, tiene la misma longitud que s.

S

I
r
I
i

0

]
T

a )

Notemos la dependencia de la longitud o que tomamos como unidad. No
obtendremos el mismo resultado midiendo un segmento con una regla graduada
en centimetros que con otra graduada en pulgadas.

Es claro que mq(s) depende tnicamente de la longitud del segmento s, por
lo que, si B es una longitud, podemos llamar m, () a la medida de cualquier
segmento de longitud 5.

Maés atn, si dos longitudes cumplen 8 < vy mq(8) = p, ma(y) = o, al
situarlas sobre una recta graduada con un extremo en Py, los otros extremos
cumpliran P, < P,, de donde p < 0. En otras palabras:

Dos longitudes cumplen B < v si y solo si my(B) < ma(y). En
particular, dos longitudes son iguales si y solo si miden lo mismo
respecto a la misma unidad de medida.

Otro hecho obvio es que, para todo nimero real p, existe una (tinica) longitud
B tal que mq(8) = p (basta tomar la longitud de Py P,).

Llamaremos pa a la unica longitud que cumple mg, (pa) = p.

Asi hemos definido el producto de un ntmero real positivo por una longitud.
Conviene caracterizarlo en términos del producto de ntmeros racionales por
longitudes que ya teniamos definido:

Teorema 2.10 Si « es una longitud y p > 0 es un nimero real, entonces pa es
la inica longitud que cumple ra < pa < s« para todos los nimeros racionales
O<r<p<s.

DEMOSTRACION: Fijada una recta graduada con PyP; = o como unidad de
longitud, pa es la longitud del segmento FyP,, pero si 0 < r < p < s, entonces
se cumple P, < P, < Py, por lo que

roa= PP, < PP, = pa < ByPs = sa.
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Reciprocamente, si una longitud 8 cumple esto y m,(8) = o, entonces el
punto P, cumple P, < P, < Ps, luego también 0 < r < o < s, para todos los
numeros racionales 0 < r < p < s. Claramente, esto s6lo es posible si o = p,
con lo que 8 = pa. (Por ejemplo, si p < o, un namero racional p < § < ¢ no
cumpliria las desigualdades requeridas.) ]
Teorema 2.11 Dadas longitudes « y 8 y niumeros reales positivos p y o:

1. pla+B)=pa+pB, (p+o)a=pa+oa, (po)a=ploca), la=a,

2. Si pa = pf entonces a = f3,

3. Si pa = oa, entonces p = o,

4. Si p < o entonces pa < oa,

5. Sia < B entonces pa < pf.

DEMOSTRACION: 1) Tomemos nimeros racionales 0 < r < p < r’. Entonces

ra < pa <r'a, rB < pB <r'B,

luego, teniendo en cuenta que sabemos que los nimeros racionales cumplen las
propiedades que queremos probar para ntmeros reales,

r(a+B) < pa+pB <r'(a+f),

pero p(a + ) es la tnica longitud que cumple estas desigualdades, luego tiene
que ser p(a + ) = pa + pp.

Sea 7 el tinico ntimero real que cumple pa + oo = Ta. Vamos a probar que
T = p+ o. Para ello usamos que p + o es el tinico namero real 7 que cumple

r+s<t<r +¢,

para todos los niimeros racionales 7 < p <71/, s < 0 < 5.
Asi pues, basta observar que

ra < pa < r'a, sa < oa<sa,

luego
(r+s)a<ta<(r+s)a,
luego en efecto, r + s <7 <1’ + s, por lo que 7 = p + 0.

El mismo argumento vale para la tercera igualdad, esta vez tomando el
ntmero 7 que cumple p(oca) = Ta. Hay que probar que 7 = po, pero si tomamos
nameros racionales r < p < 1/, s < 0 < s, entonces

sa <oa<sa,

luego (rs)a < Ta < (r's')a, luego rs < 7 < r's’, y esto implica que 7 = po. La
altima propiedad es inmediata.
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Los apartados 2) y 3) son consecuencias de 4) y 5), respectivamente. A
su vez, para probar 4) basta tomar un ndimero racional p < r < o, con lo
que pa < ra < ca. Finalmente, para probar 5) observamos que, si f = oa,
entonces, la < oa, y por 4) tiene que ser 1 < o, luego p < po y, de nuevo
por 4), pa < poa = pf. n

Observemos que la segunda propiedad del primer apartado del teorema an-
terior se puede expresar en términos de medidas de longitudes como que

Mo (B +7) = ma(B) +ma(y).

Esta propiedad, es decir, que la medida de la suma de longitudes es la suma de
las medidas, caracteriza la medida de un segmento salvo la elecciéon de la unidad
de medida, en el sentido que precisa el teorema siguiente:

Teorema 2.12 Sea m un criterio que asigna a cada longitud o« un niumero real
m(c) > 0 de modo que
m(a+ 8) = m(a) + m(B).
Entonces, para todo par de longitudes, se cumple que
m(B) = m(a) ma(B).

DEMOSTRACION: La propiedad que suponemos en m implica que, para todo
namero natural p > 0, se cumpla que m(pa) = pm(«). En particular,

m(a) = m(q éa) = qm(éa),

luego

m(la) = 1m(a),

q
luego m((p/q)a) = (p/q)m(a) o, equivalentemente, para todo numero racio-
nal r > 0, se cumple que m(ra) = rm(a).

Por otro lado, si a < 3, se cumple que m(«) < m(pB), pues la longitud
v = — a cumple 5 = a+ 7, luego m(B) = m(a) + m(y) > m(a).

Tomemos ntmeros racionales 0 < r < m(8)/m(a) < s. Esto implica que
0 < m(ra) <m(B) < m(sa),

luego ra < 8 < sa. Por el teorema 2.10 concluimos que m(8)/m(a) = mq ().
]

En particular, si aplicamos el teorema anterior cuando m = m.,, tenemos la
formula:

mv(ﬁ) = mqa(B) mv(a)a

que nos dice como cambiar de unidad de medida. Por ejemplo, la medida de un
segmento en pulgadas () es su medida en centimetros («) multiplicada por las
pulgadas m,(a) que mide un centimetro.
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Las proporciones de Euclides Segun hemos visto, la medida m,(8) ex-
presa como es de grande [ en relacion con «, y ahora podemos observar que
lo que expresa es exactamente lo mismo que Euclides expresé en sus Elementos
evitando la nocién de nimero real.

Para ponerlo de manifiesto conviene expresar

5 ma(8). (2.1)

Asi, un namero racional cumple 0 < r < §/a (resp. r = S/ 0 B/a < r) si
y solo si ra < 8 (resp. ra = f3, B < ra).

En efecto, si llamamos p = §/a, entonces mq(8) = p, luego § = pa, luego,
por 2.10, la desigualdad 0 < r < B/a = p equivale a que ra < pa = f.
Igualmente se razonan los otros casos.

Por lo tanto, la igualdad 8/a = §/v equivale a la igualdad de proporciones
que Euclides tomo como definicion.

Notemos que la proporciéon a/f es un nimero real, mientras que a 'y § son
longitudes, es decir, segmentos considerados con independencia de su posiciéon
en el plano, pero que, en si mismos, no tienen asignados ningtin ntimero. Pre-
cisamente, lo que hacemos es asignar arbitrariamente a « la medida 1 y ver
cuénto mide entonces .

Si queremos calcular una proporcion 3/a manteniendo cualquier otra unidad
de medida prefijada ~, el teorema 2.12 (véase la observacion posterior) nos da
que

a  my(e)’

donde el segundo término si que es un cociente de niimeros reales, es decir, que la
proporcién entre dos segmentos es el cociente de las medidas de sus longitudes,
respecto de cualquier unidad de medida. L]

Dado de dos longitudes son iguales si y solo si tienen la misma medida
respecto de una misma unidad de medida, cuando podamos presuponer una
unidad de medida prefijada, no distinguiremos entre longitudes y medidas de
longitudes, es decir, que cuando hablemos de la longitud de un segmento nos
referiremos a la medida de su longitud, que es un nimero real positivo.

Medida de angulos Todo lo que acabamos de probar para la medida de
segmentos vale con cambios minimos obvios para la medida de &dngulos. La
definicién siguiente no es sino la descripcién del proceso usual para medir un
angulo situando sobre él un circulo graduado con el 0 sobre uno de sus lados y
mirar el valor que marca el otro lado:

Definicion 2.13 La medida de un dngulo A respecto de una unidad de ampli-
tud « es el namero real mq(A) = p > 0 que cumple que, en una circunferencia
graduada de centro O que cumpla Wl = a, el angulo asociado al punto P,
tiene la misma amplitud que A.
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Si 7 es el nimero dado por el teorema 2.7, la medida de cualquier angulo
es un namero real 0 < mq(A) < 27. Ahora bien, con esta definicién, al angulo
completo le corresponde el punto P, igual que al angulo nulo, y ambos tienen
medida 0. Es preferible tratar aparte el dngulo completo y convenir que su
medida es 2.

Con este ultimo convenio se cumple que dos angulos son iguales si y so6lo si
tienen la misma medida (respecto de una misma unidad de amplitudes). Mas
atn, se cumple A < B siy solo si mq(A) < mqo(B).

Como en el caso de las longitudes, podemos definir la medida de una ampli-
tud me(8) como la medida de cualquier angulo de amplitud 5.

Como en el caso de las longitudes, también es obvio el hecho siguiente:

Dos amplitudes cumplen < v si y s6lo si ma(5) < ma(y). En
particular, dos amplitudes son iguales si y sélo si miden lo mismo
respecto a la misma unidad de medida.

También es obvio que para todo niimero real 0 < p < 27 existe una dnica
amplitud S tal que m,(8) = p, entendiendo que la amplitud nula es la de
medida 0 y la amplitud del 4ngulo completo es la de medida 2.

Llamaremos pa a la tinica amplitud* que cumple m, (pa) = p.

Teorema 2.14 Si « es una amplitud y p > 0 es un nidmero real tal que pa estd
definido, entonces pa es la unica amplitud que cumple ra < pa < sa para todos
los nimeros racionales 0 < r < p < s tales que s estd definido.

DEMOSTRACION: Fijada una circunferencia graduada con PyOP; = o como
unidad de longitud, pa es la longitud del 4ngulo asociado a P,. Si p es la medida
27 del angulo completo, entonces pa es el angulo completo y obviamente es el
anico que cumple ra < pa para todo nimero racional 0 < r < p (y no hay
ningin s que cumpla el enunciado).

4 Aqui tenemos un inconveniente técnico, y es que s6lo hemos definido circunferencias gra-
duadas respecto a una unidad de amplitud menor que 7 (la amplitud de los angulos llanos),
por lo que pa sélo lo tenemos definido cuando a < 7. Sin embargo, nada impide definir
pa para cualquier otra amplitud (si p es suficientemente pequeno). Una forma de hacerlo es
observar que o’ = (1/4)a < 7, y podemos definir pa = (4p)(1/4)cv.
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Supongamos, pues, que p < 27. Entonces, si 0 < r < p < s < 27, entonces
se cumple P, < P, < P, por lo que, al considerar las amplitudes de los dngulos
correspondientes, ra < pa < sa.

Reciprocamente, si una amplitud 8 cumple esto y my(8) = o, entonces el
punto P, cumple P, < P, < Py, luego también 0 < r < o < s, para todos los
numeros racionales 0 < r < p < s < 27. Claramente, esto s6lo es posible si
o = p, con lo que B = pa, con lo que el teorema queda probado.’ L]

La prueba del teorema siguiente es anéloga a la del teorema 2.11, asi que la
dejamos a cargo del lector:

Teorema 2.15 Dadas amplitudes o y 5 y nimeros reales positivos p y o, las
propiedades siguientes se cumplen siempre que los productos implicados puedan
calcularse:

1. pla+ B)=pa+pB, (p+o)a=pa+oa, (po)a=plca), la=a,

IS

. Si pa = pB entonces a = f3,
3. Si pa = oa, entonces p = o,
4. Si p <o entonces pa < oa,
5. Sia < B entonces pa < pf.

En particular, la segunda igualdad del primer apartado equivale a que

Mo (B +7) = ma(B) +ma(y).

Como en el caso de las longitudes, esta igualdad caracteriza la medida de
amplitudes salvo por la elecciéon de la unidad de medida:

Teorema 2.16 Sea m un criterio que asigna a cada amplitud o un ndmero real
m(a) > 0 de modo que

m(a+ B) = m(a) + m(B).
Entonces, para todo par de amplitudes, se cumple que
m(B) = m(a) ma(B).

DEMOSTRACION: La propiedad que suponemos en m implica que, para todo
ndamero natural p > 0 tal que pa esté definida, se cumpla que m(pa) = pm(«).

En particular,
1 1
m(a) = m(q fa) = qm<fa>,
q q

5La prueba supone que a < 7, pero en caso contrario, aplicandolo a o/ = (1/4)c, obtenemos
que pa = (4p)a’ es la tnica longitud que cumple (r/4)a < pa < (s/4)a para todos los nimeros
racionales r < 4p < s, lo cual equivale a la conclusién del enunciado para a.
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luego
1 1
m(fa) = —m(a).
q
A su vez, si la amplitud (p/q)a esté definida, m((p/q)a) = (p/qg)m(«) o, equi-
valentemente, para todo nimero racional » > 0 tal que la amplitud ra esté
definida, se cumple que m(ra) =rm(a).

Por otro lado, si a < 3, se cumple que m(a) < m(8), pues la longitud
v =0 — a cumple 5 = a+ 7, luego m(8) = m(a) + m(y) > m(a).

Tomemos ahora un nimero racional 0 < r < m(8)/m(a). Esto equivale a
que m(ra) < m(fB), y también a que ra < 8 0 a que 1 = my(ra) < mq(8).

Por lo tanto, entre m(8)/m(«) y mq(8) no hay ntumeros racionales, luego se
trata del mismo nimero real. L]

En particular, si aplicamos el teorema anterior a otra medida m., tenemos
que

m,y(ﬂ) = m'y(a)ma (B),

que nos indica como cambiar de unidad de medida de amplitudes.

2.4 El teorema de Tales

Los criterios de igualdad de tridngulos considerados en el teorema 1.23 mues-
tran que si dos tridngulos tienen iguales tres datos de los seis formados por las
longitudes de sus tres lados y las amplitudes de sus tres dngulos, entonces son
iguales, salvo en dos casos: la igualdad de dos lados y un dngulo distinto del com-
prendido entre ellos (en cuyo caso puede haber hasta dos tridngulos desiguales
con los mismos datos) y el caso de la igualdad de los tres dngulos.

La figura muestra dos tridngulos con los angulos iguales, y es evidente que
no son iguales. En esta seccién demostraremos que dos tridngulos son iguales
exactamente cuando sus lados son proporcionales. Esto tiene un nombre:

Definiciéon 2.17 Diremos que dos tridngulos ABC' y A’B’C" son semejantes si
sus lados son proporcionales dos a dos, es decir, si%

AB AC  BC

A'B  AC" BC

6TLos cocientes hay que entenderlos en el sentido de (2.1) o (2.2), es decir, como proporciones
entre longitudes o, equivalentemente, como cocientes de las (medidas de las) longitudes de los
lados respecto de cualquier unidad de longitud.
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En estos términos, vamos a probar que dos tridngulos son semejantes si y
solo si tienen sus angulos iguales. Esto es esencialmente lo mismo que el teorema
de Tales. Para probarlo conviene introducir la definiciéon siguiente:

Dos triangulos ABC' y AB’C" se encuentran en posicion de Tales si estan
situados como muestra la figura, es decir, tienen un vértice A y el angulo co-
rrespondiente en comin y los lados opuestos BC'y B’C’ son paralelos:

Es claro que dos triangulos en posicién de Tales tienen sus dngulos iguales
pues, por ejemplo, el dngulo B’ es opuesto por el vértice al angulo alterno
interno a B. Reciprocamente, si dos tridngulos tienen sus angulos iguales, al
hacer transportar uno de ellos para que uno de sus dngulos pase a coincidir con
el que tiene igual en el otro tridngulo, ambos quedan en posicién de Tales, pues
si se tiene la situacion de la figura y los 4ngulos marcados con la misma letra
son iguales, las rectas BC' y B’'C’ son paralelas (la semirrecta paralela a B

s
que pasa por B’ forma con B’A el mismo angulo 8 que B’C’, luego tiene que
ser B'C”).

Teorema 2.18 (Teorema de Tales) Si dos tridngulos estdn en posicion de
Tales, entonces son semejantes.

DEMOSTRACION: Dado cualquier triangulo ABC', a cada segmento s situado

en la semirrecta AE% le podemos asociar el segmento s’ sobre la semirrecta A
que se obtiene trazando las paralelas por sus extremos a la recta BC"

A B s'

Por el teorema 1.31, la longitud de s’ s6lo depende de la longitud « de s,
luego podemos llamarla m(a). Si dos segmentos s y ¢ comparten uno de sus
extremos, es obvio que lo mismo sucede con s’ y t', de donde se sigue que
m(a+ 8) = m(a) + m(B3). Por el teorema 2.12 tenemos que

m(f) = m(a)ma(B).

Ahora consideramos otro triangulo A’ B’C” en posicion de Tales respecto de
ABC con A = A’ y aplicamos la férmula precedente a « = AC y = A'C":
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La conclusion es que

AT
A — ABma(8) - AB 22,
AC
luego
A'B"  ACY
a8 AC

Pero los dos triangulos pueden ponerse también en posicién de Tales con
B=FH:

Cl
C C
A BA B'
y entonces obtenemos que
B BO
AB  BC’
con lo que los dos tridngulos son semejantes. m

Finalmente:

Teorema 2.19 Dos tridngulos son semejantes si y soélo si tienen los dngulos
1guales.

DEMOSTRACION: Si dos tridngulos tienen los dngulos iguales, entonces pue-
den ponerse en posiciéon de Tales, luego son semejantes. Reciprocamente, si dos

triangulos ABC'y A’B’C’ son semejantes y @' = B’C’, la figura muestra como
construir un triangulo AB”C" en posicion de Tales respecto de ABC' de modo
que B"C" = B'C":
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Asi, AB"C" es semejante a ﬁ, que a su vez es semejante a A?’C’, luego
AB"C" es semejante a ABC , pero ademaés tienen un lado igual, luego de la
definicion de semejanza se deduce que tienen los tres lados iguales, luego son
iguales. Asi pues, ABC es igual a otro tridngulo en posicién de Tales respecto
de ﬁ, luego tienen los lados iguales. ]

También es util la variante siguiente:

Teorema 2.20 Dos tridngulos son semejantes si y solo si tienen dos lados pro-
porcionales formando dngulos iguales.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que los angulos
iguales son, de hecho, coincidentes:

Cl

B B'

Si probamos que la recta BC es paralela a B’C’, los triangulos estaran en
posicion de Tales, luego serdn semejantes. Ahora bien, la paralela a BC que
pasa por B’ forma un tridngulo AB'C" en posicién de tales con W, luego
ABC" es semejante a ABC y, por consiguiente, también a ABC , pero ABC"
y A'B'C tienen el lado AB’ en comun, luego tienen que tener todos los lados
iguales y, por consiguiente, son iguales. Asi pues, A?’C’ estd en posicion de
Tales con ABC y ambos tridngulos son semejantes. El reciproco es obvio. =

Con esto podemos dar una prueba del teorema de Pitagoras que, al contrario
de la que hemos dado en la introduccién, no depende del concepto de area:

Teorema 2.21 (Teorema de Pitagoras) FEn un tridngulo rectingulo, el cua-
drado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

A

B
B® 3 —°C

DEMOSTRACION: Dado un tridngulo rectangulo ABC con angulo recto A,
sea P el pie de la perpenndicular a BC' que pasa por A. Notemos que P no puede
ser B ni C, pues entonces el tridngulo tendria dos dngulos rectos. También es
facil ver que si P quedara fuera del lado el tridngulo tendria un dngulo obtuso.
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Los triangulos ABC' y PBA tienen igual el angulo f y ademas tienen un
angulo recto, luego tienen dos angulos iguales y, por lo tanto, los tres, luego son
semejantes. En particular

a5 _0
BP AB’
Razonando analogamente con PAC' obtenemos que
ic _5C
CP AC

Por lo tanto:

AB’ +AC° = BOBP + BOCP = BC(BP + PC) = BC".

2.5 Areas

La palabra geometria significa “medida de la tierra” y, en efecto, uno de los
problemas geométricos mas antiguos es el de medir la superficie de un terreno.
Del mismo modo que medir un segmento es esencialmente determinar “cuantas
veces cabe en é1” un segmento unitario, medir el area de una figura consiste en
determinar “cuantas veces cabe en ella” un cuadrado de lado unitario. Conside-
remos el caso mas simple:

Si los lados de un rectangulo miden 2 y 3 unidades de longitud, respectiva-
mente, es evidente que el rectangulo es 6 veces mayor que el cuadrado de lado
unitario, pues literalmente contiene 6 copias del cuadrado unitario. Considere-
mos ahora un rectangulo cuyos lados midan 9/4 y 3/2:

En este rectangulo no cabe un niimero exacto de cuadrados unitarios, pero
cada cuadrado unitario puede dividirse en 16 cuadrados de lado 1/4, y en el
rectangulo caben exactamente 9-6 = 54 de estos cuadrados, a los que es natural
asignarles un area de 1/16, por lo que el area total es de 45/16 = (9/4) - (3/2).

Es facil convencerse de que, en general, el area de un rectangulo cuyos lados
tengan medidas racionales r y s “debe ser” rs, en el sentido de que si, por
ejemplo, el resultado es 54/16, eso significa que el rectangulo es 54 veces mayor
que la dieciseisava parte del cuadrado unidad.
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Por tltimo, si las medidas de los lados de un rectangulo son niimeros reales
(positivos) arbitrarios o y 3, observamos que, para todos los ntiimeros racionales
0<r<a<r, 0<s<f<s elrectangulo dado contiene uno de lados r, s y

esta contenido en otro de lados 77/, s':

S/

o

S

ror

Por lo tanto, el area A del rectangulo debe ser un ntmero real que cumpla
rs < A<r's.

Ahora bien, en la seccion 1.5 de [ITA]] se prueba que el tnico nimero real que
cumple esto para todos los niimeros racionales 0 <r < a <7, 0<s< f < s
es af. Por lo tanto:

El drea de un rectdngulo es el producto de (la longitud de) su base
por (la de) su altura.

Con el calculo del area de un rectangulo hemos explotado todas las ideas
que hemos necesitado para determinar la longitud de un segmento, pero, mien-
tras con ello dejabamos completamente resuelto el problema de definir lo que
entendemos por medir longitudes, en el caso de las areas no hemos hecho més
que empezar, y necesitamos ideas nuevas.

Consideremos, por ejemplo, el caso de un paralelogramo como el que muestra
la figura de la izquierda:

C D C A

h h

AT X B Y A X B
Observamos que AXC' = BY D, porque tienen iguales los ladosiic1 = BD

y XC =YD, ast como el angulo que forman. Como consecuencia, AX = BY,
luego AB = XY

Ahora podemos argumentar que el area del paralelogramo sera la misma
que el area que la figura que resulta de quitarle el primer triangulo y anadirle
el segundo, pero dicha figura es un rectangulo cuya area sabemos calcular. Si
llamamos base de un paralelogramo a cualquiera de sus lados y altura (corres-
pondiente a dicha base) al segmento perpendicular a la base que une ésta con
un vértice del lado opuesto (el segmento h en la figura), vemos que el rectangulo
que se forma tiene un lado de longitud igual a la base y otro igual a la altura.
Por lo tanto:
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El drea de un paralelogramo es el producto de su base [una cualquieral
por su altura [correspondiente].

A su vez, dado un tridngulo cualquiera, como el de la figura de la derecha,
fijamos un lado cualquiera como base y llamamos altura (correspondiente a esa
base) al segmento perpendicular a la base que la une con el vértice opuesto,
entonces podemos formar un paralelogramo como muestra la figura, de modo
que ABC = A’AC’B, porque los lados son iguales. Por lo tanto, el area del
tridngulo debe ser la mitad del area del paralelogramo, y asi:

El drea de un tridngulo es la mitad del producto de su base [una
cualquiera| por su altura [correspondiente].

Ahora bien, como ya hemos senalado en la introduccion, el uso que estamos
haciendo del concepto de area es problematico, en cuanto a que, a diferencia de lo
que sucede con la medida de longitudes y amplitudes, no tenemos una definiciéon
general de lo que hay que entender por area de una figura plana independiente
de los razonamientos concretos con los que justificamos que el area de una figura
dada tiene que tener un cierto valor. Por ejemplo, en un triangulo podemos elegir
tres bases, que en general tendrén longitudes distintas, y sus correspondientes
tres alturas, también distintas. ;Quién nos asegura que al calcular el producto
de la una base por su altura y dividir entre 2 obtendremos siempre el mismo
resultado? En este caso en concreto es facil asegurarlo:

Teorema 2.22 En un tridngulo ABC, el producto de una base por su altura
correspondiente es el mismo para las tres elecciones posibles.

DEMOSTRACION: Vamos a probar, concretamente, que el resultado es el
mismo tanto si tomamos como base BC' como si tomamos AC'.

En primer lugar observamos que si el angulo C' es recto, entonces la altura
correspondiente a BC es AC'y viceversa, por lo que la conclusiéon es inmediata.

Si € no es recto, llamamos P al pie de la altura correspondiente a BC' (es
decir, el punto donde corta a la recta BC') y @ al pie de la altura correspondiente
a AC. Ninguno de los dos es igual a C', pues en tal caso C' seria recto.

SiCes agudo, entonces P esta en la semirrecta C'B y @ esté en la semirrecta
C A, por lo que los triangulos CAP y CBQ tienen el angulo C' en comtn.
En cambio, si C' es obtuso, entonces P esta en la semirrecta opuesta a C

— —_—
y Q esta en la semirrecta opuesta a C'A, y los tridngulos CAP y CBQ tienen
angulos en C' opuestos por el vértice, pero en ambos casos son iguales:

C
e Q
P
Q i C ﬁ i
A B A B
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Como ademés ambos tienen un édngulo recto, concluimos que tienen sus tres
angulos iguales, luego son proporcionales. Por lo tanto:

ap_ac
BQ BC’

lo que equivale a que AP - BC = BQ - AC, es decir, a que el producto de una
base por su altura correspondiente es el mismo en ambos casos. L]

Ejercicio: Probar que el drea de un paralelogramo, calculada como base x altura, no
depende de la elecciéon de la base y de la altura.

C D

Q

A P B

Sin embargo, aun teniendo esto en cuenta, no es obvio que, por ejemplo, en
la demostracion mediante areas del teorema de Pitadgoras que hemos dado en la
introduccion, el area del cuadrado mayor, que por definicion es (b + ¢)?, tenga
que coincidir con la suma del area a? del cuadrado de la hipotenusa mas las
areas de los cuatro triangulos:

@]
(o n

b C

a menos que admitamos que cada figura tiene una magnitud intrinseca llamada
area de manera que figuras iguales tienen areas iguales y que se conserva en las
subdivisiones.

Nuevamente, en el caso que acabamos de poner como ejemplo, podriamos
probar mediante un argumento ad hoc que las dos formas de calcular el area del
cuadrado mayor tienen que dar el mismo resultado, pero en su lugar, para una
definicion general del area de una figura plana “razonable” remitimos al lector
a la definicion [ITAn A.7| de la medida de Jordan en R?, que es un criterio
que permite asignar un namero real m(A) a cada elemento A de una familia
suficientemente amplia de subconjuntos de R? que incluye a todas las figuras
que vamos a considerar en este libro (en virtud de los teoremas [ITAn A.13]
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e [ITAn A.15]) y de modo que si una figura se descompone en un ntmero finito de
figuras y éstas se reordenan sin solapamientos (més alla de solapar segmentos de
area nula), la medida de la figura resultante es la misma (teorema [ITAn A.16]).

Esto justifica todas las manipulaciones que vamos a hacer en este libro para
calcular areas, pero la prueba de estos hechos no es inmediata. Para empezar,
necesitamos justificar que el plano euclideo puede identificarse con R? de modo
analogo a como una recta puede identificarse con R a través de una graduacion.
Nos ocupamos de ello en el apéndice A, donde mostramos la conexién entre
la geometria sintética que estamos exponiendo aqui y la geometria analitica
que permite expresar los distintos conceptos geométricos (rectas, segmentos,
angulos, etc.) en términos de coordenadas en R2. Los resultados del apéndice A
son, pues, necesarios, para que los resultados de [ITAn| puedan interpretarse en
nuestro contexto.






Capitulo III

Resultados basicos de la
geometria euclidea

Tras el paréntesis técnico del capitulo anterior, ya tenemos a nuestra dispo-
sicidon el vocabulario béasico de la geometria euclidea plana, y ahora lo enrique-
ceremos un poco con mas conceptos y resultados relativos a &areas, poligonos,
etc., hasta llegar a la trigonometria.

3.1 CaAlculo de areas

Para que el lector que haya decidido saltarse el capitulo anterior no eche
nada en falta, serda necesario que lea la introduccién de la secciéon 2.4 y en
particular la definicién 2.17 de semejanza de tridngulos y de lo que se entiende
por posicion de Tales, que no dependen del resto del capitulo. A continuaciéon
viene la demostracién del teorema de Tales, para la que a continuacién ofrecemos
una alternativa basada en el concepto de area:

Teorema 3.1 (Teorema de Tales) Si dos tridngulos estdin en posicion de Ta-
les, entonces son semejantes.

DEMOSTRACION: Usamos la notacion (ABC) para referirnos al area del
triangulo ABC'.
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Observemos que

(ABC") _AC” (ACB') AB
(ABC)  AC’ (ABC)  AB’

pues en ambos casos los tridAngulos cuyas areas comparamos tienen la misma
altura, luego sus areas son proporcionales a sus bases.

Por otra parte, (BCB') = (BCC"), pues ambos triangulos tienen la misma
base BC y la misma altura. Por lo tanto, afiadiendo a ambas el area (ABC')
obtenemos que (ABC") = (ACB'’). Por lo tanto,

ACT AR
AC  AB’

Para probar la proporcionalidad del tercer par de lados basta considerar un
triangulo igual a ABC en posicion de tales con AB’C” con angulo comin B’
(compérese con la parte final de la demostracion de 2.18). L]

Recordemos por tiltimo que el teorema de Tales implica el teorema 2.19, por
el que dos tridangulos son semejantes si y s6lo si tienen sus angulos iguales.

Por completitud incluimos aqui la demostraciéon del teorema de Pitagoras
que hemos dado en la introduccion:

Teorema 3.2 (Teorema de Pitagoras) En un tridngulo rectingulo, el cua-
drado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

DEMOSTRACION: Dado un triangulo rectangulo de hipotenusa a y catetos b
y ¢, podemos formar con él la figura de la izquierda:

c b c b c b

b c b c b ¢

Observemos que el cuadrilatero central es un cuadrado de lado a, pues cada
uno de sus 4dngulos sumado a los dos angulos del triangulo dado suman = (la
medida de un angulo llano), luego el dngulo del cuadrilatero es igual al tercer
angulo del triangulo (el dngulo recto). Si ahora movemos los tridngulos hasta
situarlos en la posiciéon de la derecha, obtenemos el mismo cuadrado total, luego,
si llamamos A al area del triangulo, tenemos que

a? +4A = b* + & + 44,

de donde a2 = b? + 2. n
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La espiral de Teodoro Las raices cuadradas de los ntiimeros naturales pue-
den construirse recurrentemente usando que si un tridngulo rectangulo tiene un
cateto de longitud /n y otro de longitud 1, entonces la hipotenusa mide v/n + 1.
Aplicando esto recurrentemente a partir de un tridngulo rectangulo con catetos
de longitud 1 se obtiene la espiral de Teodoro. Segun Platon, Teodoro usé esta
espiral para demostrar la irracionalidad de /n, cuando n no es un cuadrado
perfecto, hasta n = 17.

El teorema del area de Pappus Pappus de Alejandria vivio en el siglo IV
d.C. y fue uno de los ultimos grandes matemaéticos griegos. Escribié un tratado
en ocho libros titulado Zvvaywyn (“La coleccion”), que no se conserva en su
totalidad. El libro IV empieza con la siguiente generalizacién del teorema de
Pitagoras:

Teorema 3.3 Sobre dos lados de un tridngulo arbitrario ABC trazamos dos
paralelogramos ABDE y ACFG. Llamamos H al punto de corte de las rectas
DE y FG y sobre el tercer lado BC formamos un paralelogramo cuyos lados
BI y CJ sean iguales y paralelos a AH. Entonces, el drea de este tercer para-
lelogramo es la suma de las dreas de los otros dos.
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DEMOSTRACION: Basta considerar los paralelogramos intermedios que mues-
tra la figura siguiente:

Se cumple que el area de ABED es la misma que la de ABH K, pues ambos
tienen la misma base AB y la misma altura. Lo mismo se aplica a ACFG
y ACHL. A su vez, el darea de ABHK es la misma que la de BMIN, pues
ambos paralelogramos tienen la misma base AH = IB y la misma altura. Lo
mismo se aplica a ACHL y CMJN, con lo que la suma de las areas de los dos
paralelogramos dados es igual a la suma de las dreas de BMIN y CMJN, que
es el area del tercer paralelogramo del enunciado. L]

El area de un triangulo Hay muchas formulas que permiten calcular el area
de un triangulo. Una de las méas famosas es la formula de Heron, que tiene la
ventaja de que s6lo requiere conocer los lados del tridngulo, sin necesidad de
calcular la altura:

Teorema 3.4 (Férmula de Herén) FEl drea de un tridngulo de lados a,b,c

viene dada por
S=s(s—a)(s —b)(s — o),

donde s es el semiperimetro s = (a + b+ c)/2.

DEMOSTRACION: Consideremos la figura siguiente:

Por el teorema de Pitagoras, b> = h2 +d? y
a®>=h*+(c—d)?*=h?>+c?+d* — 2cd,
luego a® — b? = ¢? — 2cd, v a su vez

—a? 4+ b% + 2
2¢ '

d =
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Volviendo a la igualdad inicial:

he = b2_d2:b2_<_az_’_132+62>2
2c
_ <b+—a2+b2+c2) (b_—a2+b2+02>
2c 2c
_ 2bc—a® +b* 42 2bc+a® — b —¢?
B 2c 2c
_ (640 —a®)(@® = (b—0)?)
B 4¢?
_ (a+b+e)(—a+btc)a+b—c)la—b+c)
B 4¢?
 25-2(s—a)-2(s—c)-2(s—b)
N 4c?
4s(s —a)(s —b)(s —¢)
c? '

Finalmente, el area del triangulo es

_ch  [c?4s(s—a)(s—b)(s—c)
5—2—\/4 2 = /s(s —a)(s —b)(s —¢). .

Veamos otra formula en la que interviene el circunradio del tridngulo, es
decir, el radio de su circunferencia circunscrita:

Teorema 3.5 El drea de un tridngulo ABC' viene dada por S = abc/4R, donde
a, b, c son las longitudes de sus lados y R es su circunradio.

DEMOSTRACION: Cambiando si es preciso los nombres de los vértices pode-
mos suponer que el angulo A es agudo.

Sea h la altura correspondiente al lado AB, sea P su pie y sea B’ el punto
opuesto a B en la circunferencia circunscrita. Notemos que no puede ser B’ =

C, pues entonces ABC = ABB’ y el angulo A serfa recto por el teorema de

Tales 1.40. Por lo tanto, podemos formar el tridngulo B’BC, que tiene un
angulo recto en C, de nuevo por el teorema de Tales.
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El angulo CB'B abarca un arco con los mismos extremos que m, luego
ambos arcos tienen que ser iguales u opuestos, luego por 1.26 los angulos tienen
que ser iguales o suplementarios, pero como ambos son agudos (C@ lo es
porque forma parte de un tridngulo rectdngulo) tienen que ser iguales.

Asi, los triangulos APC y B'CB son semejantes, ya que tienen dos angulos
iguales (contando el angulo recto), luego

h_ a
b 2R
y asi el area del triangulo es
1 1. h 1labc abc
== Ty Tur .

La cuadratura del rectangulo Tal y como hemos senialado en la introduc-
cion, los griegos concebian los problemas de célculo de éreas como cuadraturas,
es decir, como el problema de encontrar un cuadrado de &rea igual al de una
figura dada. Por ejemplo:

Problema 3.1 Cuadrar un rectingulo dado.

Consideremos dado un recténgulo ABCD. Si es cuadrado no hay nada que
hacer. Podemos suponer que AB es uno de los lados mayores.

E
|
M
A B C
b
p @ C

1. Prolongamos el lado AB, y abatimos el lado BC' sobre la prolongacion, lo
que determina un punto C’.

2. Calculamos el punto medio M del segmento AC".

3. Llamamos E al punto donde la circunferencia de centro M y radio MC’
corta a la semirrecta C'B.

4. El cuadrado de lado BEF es el requerido.

En efecto, si los lados del rectangulo miden a y b, entonces AC’ = a + b,

luego MC" = ME = (a + b)/2, mientras que

MB=(a+b)/2—b=(a—1)/2.
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El teorema de Pitagoras nos da entonces que la longitud { de BE cumple

ab.
4 [

12(a+b>2 (ab>2a2+b2+2aba2b2+2ab
— 5 — 5 - -

Para cuadrar un tridngulo basta trazar la paralela a un lado por el vértice
opuesto para formar un rectangulo del doble de érea, dividir el rectangulo por
la mitad y luego aplicar la construcciéon precedente.

En la introduccién hemos descrito la cuadratura de la lunula de Hipocrates,
que confundi6 a muchos matematicos griegos al hacerles creer que un argumento
similar deberia llevar a la solucién de la cuadratura del circulo. Veamos ahora
una ultima aplicacion del concepto de area:

Teorema 3.6 (Viviani) Si P es un punto contenido en un tridngulo equild-
tero, la suma de las distancias a sus lados es igual a la altura del tridngulo.

C

(]

A

ve]

DEMOSTRACION: Si llamamos [ al lado del triangulo y h a su altura, basta
observar que el area del tridngulo es la suma de las areas de los tres triangulos
determinados por P:

1 1 1 1
“hl = ~lhg + =lhy + ~1he,
2 gtha +5the + 3

de donde h, + hy + h, = h. [

3.2 El teorema de Ptolomeo

En el siglo IT d.C., el astrénomo griego Claudio Ptolomeo escribié su tratado
de astronomia MafOnuaTikn LovTalis (Tratado mateméatico) que posterior-
mente fue conocido como “el gran tratado”. El superlativo peyiorn (el mayor)
se convirtié en arabe en al-magjisti, y fue a través de la version arabe como llegod
a Occidente, donde paso a ser conocido como el Almagesto. El teorema siguiente
estd demostrado en el capitulo X del libro I:

Teorema 3.7 (Ptolomeo) En un cuadrildtero ciclico, el producto de las dia-
gonales es igual a la suma de los productos de los lados opuestos:

AC-BD =AB-CD+ BC - AD.
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DEMOSTRACION: Nombrando adecuadamente los vértices, podemos suponer
que ABD > DBC. Tomamos el punto K sobre AC que hace que ABK = DBC.

D

B

Entonces los triangulos ABK y DBC son semejantes, pues tienen dos an-
gulos iguales (notemos que BAC = BDC porque ambos angulos estan inscritos
en la circunferencia y abarcan el mismo arco). Por lo tanto:

AR _aB
CD BD’

Por otra parte, también son semejantes los triangulos ABD y KBC:

D

B

En efecto, ADB = ACB porque ambos dngulos inscritos abarcan el mismo
arco, mientras que

ABK + CBK = ABC = CBD + ABD,
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luego CBE = ABD. Por lo tanto

Asi pues:
AK -BD = AB - CD, CK-BD =BC-DA

y, sumando:
(AK + CK)-BD = AB-CD + BC - DA,

que es lo mismo que

AC-BD=AB-CD+ BC - AD.

Observemos que, cuando se aplica a un rectangulo, el teorema de Ptolomeo
nos da como caso particular el teorema de Pitagoras:

AC* = AB° +BC".
En el caso de un trapecio isosceles las dos diagonales tienen la misma longitud
d, y el teorema de Ptolomeo se reduce a d? = ab + ¢?:

a

Incluimos aqui un resultado sencillo que no depende del teorema de Pto-
lomeo, pero esté relacionado, y es una formula que relaciona los cuatro segmen-
tos determinados por el corte de las diagonales de un cuadrilatero ciclico:

Teorema 3.8 Si dos cuerdas de una circunferencia se cortan como muestra la

figura, entonces
Al -IB=CI-ID.
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DEMOSTRACION: Basta observar que los dos tridngulos senalados en la figura
son semejantes, pues los dngulos S son opuestos por el vértice y los otros dos
abarcan el mismo arco. Esto implica que

AT I
ID 1B’
de donde se sigue la igualdad del enunciado. L]

Terminamos con una consecuencia curiosa del teorema de Ptolomeo:
Teorema 3.9 Dados un tridngulo equildtero y un punto P en su circunferencia

circunscrita distinto de sus vértices, entonces la distancia de P al vértice mds
lejano es la suma de las distancias a los dos vértices mds cercanos: r =p+q.

‘ P

NS

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema de Ptolomeo al cuadrilatero que
resulta de anadir el punto P a los tres vértices del tridngulo. Si el lado del
triangulo es [, obtenemos que rl = pl + ql. L]

3.3 La seccion aurea
En los Elementos de Euclides encontramos la definicién siguiente:

Definicion 3 Se dice que un segmento ha sido cortado en extrema
y media razon cuando el segmento entero es a la parte mayor como
ésta es a la menor. [Elementos, Libro VI]
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Equivalentemente,

a b—a’

lo cual equivale a que b*> — ab — a® = 0, o también a que (b/a)? —b/a —1 = 0.
Resolviendo la ecuacion de segundo grado obtenemos que

b 1++5

. 5 = 1.61803398874989484820. . .

Los griegos consideraron que esta proporcién era especialmente “estética” y
adecuada para construcciones arquitectonicas. Actualmente se la conoce como
seccion durea o numero dureo, si bien la primera referencia que se conoce de este
nombre aparece en un libro 1835 del matematico aleman Martin Ohm (hermano
del fisico al que se debe la ley de Ohm), quien se refiere a la "seccién dorada"
como un “nombre usual” para referirse a la proporciéon que estamos considerando.

Por ejemplo, un rectdngulo dureo, es decir, un rectangulo cuyos lados estén
en proporciéon aurea tiene la propiedad de que, al quitarle el mayor cuadrado
que contiene, queda un rectangulo similar.

D a b-a C
a
A b B

Problema 3.2 Construir un rectingulo dureo a partir del lado menor.

D C

A M B E

1. Construimos un cuadrado sobre el lado dado AB.

2. Calculamos el punto medio M del lado AB.

3. Trazamos la semirrecta E

4. Abatimos el segmento M C' sobre la semirrecta, hasta un segmento M FE.



90 Capitulo 3. Resultados bésicos de la geometria euclidea

5. El segmento AE es el lado mayor del rectangulo &dureo.

En efecto, si llamamos a a la longitud de AB, entonces M B = a/2, luego

ME = MC = ?a,

luego

e

AE =

V5 1+
et .

e

A partir de un rectangulo aureo, eliminando cuadrados, podemos ir obte-
niendo una sucesion de rectangulos dureos cada vez menores. Trazando en cada
uno de ellos un arco de circunferencia se obtiene la espiral durea:

/PJ//
También podemos construir un rectangulo dureo a partir del lado mayor, lo
cual equivale a dividir un segmento dado en proporcién aurea:

Problema 3.3 Dividir un segmento dado en proporcion durea.

1. Dado un segmento AB, calculamos su punto medio M.

2. Levantamos la perpendicular a AB en B y marcamos en ella el punto C
que cumple BM = BC.

Asi, si tomamos la longitud de AB como unidad de longitud, entonces
BC =1/2.

3. Trazamos el segmento AC.
Por el teorema de Pitagoras, AC = \/5/2

4. Marcamos el punto D que cumple CD = CB.
Asi AD = (V5 —1)/2.

5. Marcamos en AB el punto E que cumple AD = AE.

Asi
AB 1 2(WB+1) 1445

AE  (V5-1)/2 4 2
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Un tridngulo dureo es un triangulo isosceles AC'B tal que cuando se biseca
uno de sus angulos iguales el triangulo BAD es semejante al tridngulo completo:

C

/\
D
m“
A B

Es claro entonces que si « es el angulo desigual, los angulos iguales deben
medir 2a cada uno, luego 5a = 7, y asi a = w/5. Reciprocamente, si o = 7/5,
entonces los dngulos iguales miden 27 /5 cada uno, luego al bisecar uno de ellos
se obtiene otro tridngulo con un angulo igual a « y otro a 2« luego es semejante
al dado. En resumen:

Un tridngulo es dureo si sus dngulos miden /5 27 /5 y 27 /5.

La semejanza entre los tridngulos se traduce en que

BC 4D
4B~ BD’

pero AB = AD = CD, luego esto equivale a

BC_AD
CD BD’

que a su vez significa que D divide a BC en proporcién &urea, y vemos también
que los lados desiguales de un tridngulo dureo estan en proporcion aurea. En
particular, para construir un tridngulo dureo basta modificar el final de la cons-
trucciéon de un rectangulo aureo, para acabar formando un tridngulo en lugar
de un rectangulo:
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/D

3.4 Poligonos regulares

Observemos que el concepto de medida de un éngulo nos permite sumar
angulos més alla de la medida de un angulo completo. Por ejemplo, es facil
convencerse de que todo poligono de n lados puede descomponerse en n — 2
tridngulos con vértices en los vértices del poligono. La figura muestra una trian-
gulacién de un hexagono:

La idea es que siempre es posible elegir dos vértices tales que, al cortar el
segmento que los une, “desprenden” un triangulo del poligono, de modo que el
poligono resultante tiene un vértice menos y un lado menos. El teorema 1.22
tiene entonces esta generalizacion:

Teorema 3.10 Los dngulos de un poligono de n lados suman (n — 2)7.

Asi, por ejemplo, los dngulos de un hexdgono suman 47, que es el doble
de un angulo completo. Esto no tendria sentido como suma de angulos pro-
piamente dicha, pero significa que si medimos los dngulos de un hexagono y
sumamos los resultados obtendremos un total de 720° si tomamos como unidad
el grado sexagesimal, o 8 si tomamos como unidad el angulo recto, etc. Usando
estas amplitudes “inexistentes” podemos obtener resultados sobre amplitudes
“de verdad”. Por ejemplo:

-2

,on
Teorema 3.11 Cada dngulo de un poligono regular de n lados mide .
Observemos que existen poligonos regulares con cualquier niimero de lados
n > 3. Basta dividir un circulo en n angulos iguales de amplitud %’T y unir los
puntos en los que los lados cortan a la circunferencia.
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—"G

Asi se forman n tridngulos isosceles cuyos angulos iguales miden

(o) 1
2 n) 2 n

luego los angulos del poligono resultante son todos iguales y miden

(n—2)77.

Todos los tridngulos son iguales, por el criterio LAL, luego los lados del poligono
también son iguales y es, pues, un poligono regular.

Acabamos de probar que existen poligonos regulares ciclicos con cualquier
nimero de lados n > 3. Reciprocamente:

Teorema 3.12 Todo poligono regular es ciclico.

DEMOSTRACION: Consideremos un éngulo ABC de un poligono regular de n

n
lados. Sabemos que su amplitud es w. Construimos tridngulos de lados
n—2

AB y BC con 4ngulos
2n

T

A B

Observemos que los tridngulos tienen iguales sus angulos y un lado, luego
son iguales, luego el tercer vértice O es el mismo para ambos (en principio
los dos vértices O y O’ tendrian que estar ambos sobre la bisectriz del dngulo
KB\C, pero por la igualdad de los tridngulos tiene que ser OB = O'B, luego
los puntos O y O’ coinciden). Asi pues, O es el centro de la circunferencia que
pasa por A, B y C. Pero el proceso se puede repetir con el angulo siguiente
BCD: el tridangulo isésceles COD tiene que tener como tercer vértice el mismo
punto O, y asi concluimos que todos los vértices del poligono estan en la misma
circunferencia de centro O. m
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Puesto que por tres puntos no alineados pasa una tnica circunferencia, es
claro que cada poligono regular esté inscrito en una tnica circunferencia. Su
radio se llama radio del poligono.

Teorema 3.13 Dos poligonos regulares con el mismo numero de lados son igua-
les si y sdlo si lo son sus lados.

DEMOSTRACION: Si dos poligonos regulares tienen sus lados iguales, los
tridngulos isosceles construidos en el teorema anterior son también iguales, luego
ambos estan inscritos en circunferencias del mismo radio. Podemos suponer que
son la misma circunferencia, y que un vértice es coincidente, pero entonces es
claro que los dos poligonos coinciden. L]

El hexagono regular Es facil construir un tridngulo equilatero y un cuadrado
con un lado dado. El caso del hexagono regular también es sencillo.

Basta observar que los seis tridngulos is6sceles en que se descompone un
hexagono regular son en realidad equilateros, pues todos sus angulos miden
/3. Por lo tanto, para construir un hexagono regular de lado ! basta trazar
una circunferencia de radio [, elegir en ella un punto cualquiera y usar el compés
para marcar lados de longitud I:

El pentagono regular La construcciéon de un pentigono regular ya requiere
un andlisis geométrico mas profundo, aunque ya tenemos hecho practicamente
todo el trabajo necesario. La figura siguiente muestra un pentagono regular en
el que hemos trazado también sus diagonales, es decir los segmentos que unen
dos vértices no consecutivos.
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Vemos que las diagonales forman varios tridangulos y un pentagono menor.
La clave de la geometria del pentédgono consiste en que los tridngulos marcados
como 17,15 y T3 en la figura de la derecha son aureos.

En efecto, los angulos centrales del pentdgono miden 27 /5, luego el angulo
DBA mide 37/10, luego los angulos del pentagono, como EDC, miden 37/5.
Ahora bien, por el teorema 1.26, sabemos que el angulo @« = ADB mide la

mitad de 27/5, es decir, & = 7/5, y como el triangulo T3 = ADB es claramente
isésceles, concluimos que es aureo.

A su vez, como ADC = 2a, tiene que ser BDC = «, luego el tridngulo
T = PDC es también aureo, pues BD es la bisectriz de A/D\C, luego T5 es el
triangulo aureo que dicha bisectriz determina en el tridngulo dureo ADC.

A suvez, T3 = ﬁ es el tridngulo aureo que la bisectriz DB determina en
el tridngulo aureo CDR.

En particular, del hecho de que T; sea aureo se sigue que las diagonales y
los lados de un pentagono estan en proporcién aurea.

Nota  Este hecho (que es lo tnico que necesitamos en la construccion del
pentagono que vamos a ver a continuacion) se deduce también del teorema de
Ptolomeo aplicado al trapecio isésceles formado por cuatro de los vértices del
pentagono, que nos da que la relacion entre la diagonal y el lado es d? = dl + 12,
luego (d/1)? —d/l — 1 =0, y esto implica que d/I es el niimero Aureo. "

Problema 3.4 Construir un pentdgono reqular a partir de un lado.
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1. Dado el lado AB, construimos el segmento AP en proporcién &durea segtn
el problema 3.2.

2. Construimos el triangulo isosceles ABD cuyos lados iguales son iguales
a AP.

3. Sobre el segmento BD construimos el tridngulo isésceles BC'D cuyos lados
iguales son iguales a AB.

4. Sobre el segmento AD construimos igualmente el triangulo AED.

5. Los puntos A, B,C, D, E son los vértices del pentagono requerido. m

El octogono y el decagono Es facil construir un octégono regular, asi como
un decagono regular, sin mas que bisecar los angulos de un cuadrado o de un
pentagono:
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El heptagono regular Un heptagono regular tiene dos clases de diagonales,
“cortas” y “largas’:

La geometria del heptagono esté determinada por el hecho siguiente:

Teorema 3.14 Las diagonales di y ds de un heptdgono reqular de lado I cum-
plen la relacion

l 1

DEMOSTRACION: En la figura siguiente, los angulos marcados con un nu-
mero n miden nf, donde § = w/7. En el caso de los que tienen su vértice en
un vértice del heptagono es consecuencia inmediata del teorema 1.26, y los que
tienen vértice P se obtienen sin més que tener en cuenta que los d4ngulos de un
triangulo suman 7 = 76:

dtds _did

Por consiguiente, el tridngulo AED es semejante a FBG y, como tienen un
lado igual AE = FB, de hecho son iguales, luego AP = [ es la longitud del lado
del heptagono.

Por otro lado, BEF es semejante a ﬁ, luego, llamando d; a la diagonal
larga y do a la corta:

P 1

dy  dy’
luego CP = (dy/d;)l. Por otra parte,

dQ:AczAHPC:(Hj?)z,
1

y de aqui se llega a la relaciéon del enunciado. m
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No existen expresiones sencillas para las diagonales o el circunradio de un
heptégono regular en funcion de su lado, pero el teorema siguiente basta para
disenar una construccion:

Teorema 3.15 En un heptdgono reqular de lado I, el segmento QF que muestra
la figura mide 1\/2:

G F

DEMOSTRACION: En la figura hemos trazado el segmento QR paralelo a
CD. Observemos que el triangulo QC'D es isosceles, pues tiene angulos iguales

a 36 y 20 (con § = 7/14) y por consiguiente el tercer dngulo mide también 26.
Esto hace que QC = 1.

Por otro lado, por el paralelismo tenemos que QR = [ = GF. Tenemos un
cuadrilatero cuyo angulo en ) mide 30 también por paralelismo y tiene otros
dos adngulos iguales a 30 y 40, luego el dngulo en R tiene que ser 46. Esto implica
que es un trapecio isosceles y podemos aplicarle el teorema de Ptolomeo, segiin
el cual

QF =QG -RF +12 = (dy — )(dy — 1) + 12 = dydy — (dy + do)l + 212 = 212,
por el teorema anterior. L]

Asi pues, el “esqueleto” de un heptégono regular de lado unitario esta for-
mado por un tridngulo isosceles con un dngulo § = 7/14 determinado por que si
a uno de sus lados iguales le restamos una unidad, llegamos a un punto que dista
V2 del vértice del lado opuesto. Esto es suficiente para construir un heptagono
regular. En realidad puede probarse que el heptdgono no es constructible con
regla y compas. Sin embargo:
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G 1 F

Problema 3.5 Construir un heptdgono reqular a partir de un lado.

5.

E

. Dado un segmento AB, construimos un cuadrado con dicho lado.

Trazamos la circunferencia de centro B y radio la diagonal del cuadrado.
Trazamos la mediatriz de AB.

En este punto hay que emplear el procedimiento que los griegos llamaban
neusis (“inclinacion”), consistente en tomar una regla con dos marcas que
correspondan con la longitud del lado, situarla sobre el punto A y dejar
que una de las marcas recorra la mediatriz hasta que la otra marca toque
la circunferencia en un punto ). Trazamos la recta resultante, que cortara
a la mediatriz en un punto F.

De este modo, si tomamos la longitud del segmento dado como unidad
de medida, tenemos que BQ = BN = v/2. El punto E obtenido de esta
forma es claramente tnico, luego tiene que ser el vértice de heptiagono
regular opuesto al lado AB.

Trazamos la mediatriz del segmento AE, que cortara a la mediatriz de
AB en un punto O.
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Por estar en la mediatriz de AFE, el punto > O estd a la misma distancia
de Ay E y, por estar en la mediatriz de AB, también esta a la misma
distancia de C'.

6. Trazamos la circunferencia de centro O y radio OA que pasara por A, B
v F.

7. Con el compéas marcamos en la circunferencia vértices que situados a una
distancia AB, que seran los vértices del heptagono.

(En realidad C' se obtiene automéaticamente como interseccion de la me-
diatriz de AF con la circunferencia, y D y G pueden obtenerse trazando
la perpendicular a BQ por @, de modo que solo falta calcular F.) =

El eneagono regular Hasta aqui hemos visto como construir poligonos re-
gulares de 3,4,5,6,7,8 y 10 lados. Ahora vamos a mostrar la construccion de
un eneagono regular como consecuencia de un resultado mas general, a saber,
un procedimiento debido a Arquimedes para trisecar cualquier angulo dado (es
decir, para dividirlo entres partes iguales). Asi, trisecando los dngulos de un
triangulo equilatero obtenemos un eneagono regular.

Tal y como hemos senalado en la introducciéon, la trisecciéon de un angulo
arbitrario no es posible con regla y compés (y, en particular, la triseccion de
un angulo de 120° para obtener uno de 40° y formar asi un enedgono regular
figura entre las construcciones imposibles), pero si que podemos llevarla a cabo
si usamos una regla con dos marcas y empleamos la neusis:

Problema 3.6 Trisecar un dngulo dado.

1. Dado un angulo de vértice O, trazamos la circunferencia de centro O y
radio unitario, llamamos A y P a los puntos en los que corta a los lados
del dngulo y trazamos la recta OA.

2. Mediante neusis, trazamos la recta que pasa por Py un punto V en OA
de modo que el punto () donde la recta corta a la circunferencia cumpla
VQ =1
Asi el tridngulo VQO es isosceles, luego tiene dos angulos iguales 5. El
angulo desigual mide m—20, luego su suplementario mide 2. El tridngulo

POQ también es isosceles, y su tercer dngulo mide m — 408, luego en O
tenemos que 8+ 7 — 48 + o = 7, de donde « = 30. n
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Problema 3.7 Construir un enedgono regular.

1.
2.
3.

Trazamos una circunferencia con el radio del enedgono OA.
Construimos en ella un tridngulo equiléatero.

Trisecamos uno de sus dngulos (de amplitud 7/3) para obtener un angulo
QV A’ de amplitud 7/9.

. Trazamos la circunferencia de centro V y radio 1, que cortara a la recta

OA en un punto A’.
Trazamos el segmento QA’.

Trazamos la circunferencia de centro A y radio QQA’, que cortard a la
circunferencia de centro O y radio OA en dos vértices del enedgono.

Con el compés marcamos los vértices restantes y los unimos.

P! pomremmm
Q

1 "\ /
40°

/ A A A

3.5 Trigonometria

Hemos probado que si dos triangulos tienen, por ejemplo, dos lados iguales,
asi como el angulo que forman, entonces son iguales. Por lo tanto, si conocemos
las longitudes de dos lados de un triangulo y la amplitud del angulo que forman,
con esos datos tendriamos que poder calcular la longitud del tercer lado y las
amplitudes de los dos dngulos. Sin embargo, no es evidente como obtener estos
resultados a partir de los hechos que conocemos hasta ahora. La trigonometria
resuelve completamente todos los problemas de este tipo.

Las razones trigonométricas Consideremos dos triangulos rectangulos con
un mismo angulo o. Entonces los tres &ngulos son iguales, luego son semejantes:

!
[0 [0

a a
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Esto se traduce en que

0, equivalentemente,

Asi pues, los cocientes a/h, b/h y b/a dependen tnicamente del angulo «,
pero no del tridngulo rectangulo considerado.

Definicion 3.16 Llamaremos seno, coseno y tangente de un angulo agudo « a
los cocientes

a
sena = — cosa = — tana = —
h’ h’ a

formados en cualquier tridngulo rectdngulo con un angulo igual a « entre el
cateto opuesto b, el cateto contiguo a y la hipotenusa h. Estos valores se conocen
conjuntamente como las razones trigonométricas del angulo a.

Considerando un tridngulo rectangulo con angulos « y 7/2 — « e hipotenusa
unitaria, es claro que

sen(m/2 — o) = cos a, cos(m/2 — a) = sena,

es decir, el seno de un angulo es el coseno de su complementario, y viceversa:

sen(a)=cos(B)

o
cos(x)=sen(B)

El teorema de Pitagoras nos da también la relacion fundamental:

sen?a + cos® a = 1.

Si tomamos una circunferencia graduada de radio 1 y representamos en ella
el angulo a = PyOP,, podemos visualizar el seno y el coseno de o como las
longitudes BP,, y OB, respectivamente, mientras que la tangente es la longitud

del segmento tangente PyC.
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@
Ca tan(x)
1
sen(x)
X P
cos(a) |B 0

Ahora bien, con esta representacion podemos extender la definiciéon del seno

y el coseno a todos los angulos convexos.! Por ejemplo, si a = 0, entonces
P, =Py=B=C, con lo que

sen0 =0, cos0 =1, tan0 = 0.

Si a = /2, entonces B = O, con lo que

™ ™
7:15 7207
Sel’l2 COS2

mientras que tan(m/2) no esta definida. Si « es un dngulo obtuso, convendremos
en que el coseno y la tangente son negativos:

sena = sen(mw — a), cosa = —cos(m — a), tana = —tan(m — «),

tan(x)

C
X

1 Estas figuras hacen natural llamar al seno de un angulo o su “media cuerda”. Asi lo hizo
el matematico indio Aryabhata, que vivioé a principios del VI d.C., que se referia al seno de
un angulo como su ardha-jiva, que luego fue abreviado a jiva (cuerda). Al coseno lo llamaba
koti-jiva (cuerda del arco complementario). Los arabes transcribieron jiva como jiba (que en
arabe no significa nada), pero, o bien los arabes, o bien los traductores cristianos, acabaron
confundiendo jiba con la palabra arabe jayb, que significa “seno”, “bahia” y se escribe igual,
pues en arabe solo se escriben las consonantes, y asi jiva fue traducido al latin por sinus y
koti-jiba por cosinus.
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Por tltimo, para a = w tenemos que B = Py, con lo que
senm =0, cosm = —1, tanm = 0.

De este modo tenemos definidas las razones trigonomeétricas para todo angulo
convexo, con la tnica excepcion de la tangente de /2, que no esta definida.
Notemos que, en todos los casos, el teorema de Pitagoras nos da la relacion
fundamental:

sen o + cos® a = 1.

Observemos también que en todos los casos

Es facil calcular las razones trigonométricas de algunos angulos:

a sen « Ccos & tan «
0 0 1 0
_ 10+2v/5 _
/10 11\/5 4 \/f+21¢5
/6| 3 & 2
/4 g g 1
w/3 ? 1 V3
29 /5 V10+2V5 —145 v/ 104+2v5
m/ 2 1 /o—1
/2 1 0 -
1 X
V2/2 1
1
V3/2
X
7% /3 2An/s
v2/2 1/2 X

En efecto, para calcular el seno y el coseno de 7/4 basta considerar un
triangulo rectangulo is6sceles de hipotenusa unitaria y aplicar el teorema de
Pitagoras.

Considerando un triangulo equilatero de lado unitario concluimos inmedia-
tamente que cos7w/3 = sen7/6 = 1/2, y la relacion fundamental nos da que
senm/3 = cosm/6 = /3/2.

Para calcular cos2w/5 consideramos un triangulo aureo, de modo que, en
la figura de la derecha, x = 2cos2n/5 y, como el tridngulo es semejante al
determinado por la bisectriz, tiene que ser
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de donde z? + 2 — 1 = 0 y, por consiguiente,

2 1 =145 —1++5
Cos — = — = .
5 2 2 4

La relacion fundamental nos da el valor del seno. n

Resolucion de tridngulos La relacion entre las razones trigonométricas y los
problemas sobre tridngulos viene dada por los teoremas siguientes. El teorema
del coseno es una generalizaciéon del teorema de Pitagoras:

Teorema 3.17 (Teorema del coseno) Todo tridngulo ABC wverifica la rela-
cion
a® = b + ¢ — 2bccos av.
DEMOSTRACION: Sea P el pie de la altura del triangulo desde C' (que puede
o no estar en AB). Podemos suponer que el tridngulo no es rectangulo, pues en
caso contrario el teorema se reduce al de Pitagoras. Entonces P es distinto de
By C. Sean ci, c3 y h las longitudes indicadas en la figura.

A Cp P [ B
Por el teorema de Pitagoras se cumple
a>=h*+c3 b =h*4+c3,
luego a? = b? — ¢ + c2.

Por otra parte, ¢ = co+c¢q, donde el signo es positivo si A es agudo y negativo
si es obtuso. Asi, cg =(cF 01)2 =2+ c? T 2ccy, con lo que a? = b% + ¢ F 2ce;.
Ahora bien, ¢; = £bcos a, luego concluimos que a? = b% + ¢ — 2bccosa. m

Nota El teorema del coseno generaliza al teorema de Pitagoras y a su vez es

un caso particular del teorema de Ptolomeo, pues si tenemos un triangulo ABC,
consideramos su circunferencia circunscrita y en ella el punto D donde la corta
la paralela a AC que pasa por B:

B d D
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Se forma asi un trapecio isosceles cuyas diagonales miden a. Al aplicarle el
teorema de Ptolomeo resulta

a? =bd + 2,
pero d = b — 2c cos «, luego en definitiva queda

a’? =b? 4 ¢* — 2bccos a. .
Ahora probamos el teorema de los senos, que generaliza al hecho de que dos
triangulos son semejantes si y s6lo si tienen los angulos iguales.

Teorema 3.18 (Teorema de los senos) Si R es el circunradio de un tridn-
gulo ABC, entonces se cumple

a b c

= = =2R.
sena  senfl  senvw

DEMOSTRACION: Consideremos la circunferencia circunscrita al tridangulo y
sea J el punto diametralmente opuesto a C en ella. Si J = B entonces el angulo
« abarca una semicircunferencia, luego es un angulo recto (teorema 1.26), y

trivialmente se cumple
2R
¢ = _9R

sen o 1

Q

C

A C

—_—

Si B # J entonces los angulos a = BAC y o/ = BJC abarcan arcos com-
prendidos entre B y C, que pueden ser iguales, como en la figura de la izquierda,
u opuestos, como en la figura de la derecha. Esto implica que los d4ngulos son
iguales o suplementarios, (pues en el segundo caso los dngulos centrales corres-
pondientes suman 27, luego, por 1.26) los dngulos inscritos suman 7), luego

—_—
tienen el mismo seno. Por otra parte el angulo JBC' es recto, pues abarca un
semicirculo. Asi pues

a a a

= = = 2R.
senae  seno/  a/2R

Ejercicio: Demostrar el teorema 3.5 a partir del teorema de los senos.

Veamos algunos ejemplos de aplicaciéon de estos teoremas:
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Ejemplo 1 Dos ciudades A y B estan a 10 km de distancia. Un dia se desata
un incendio en un punto C, y el humo se observa en las direcciones que indica
la figura:

;A qué distancia se encuentra el fuego de la ciudad B?

SoLUCION: El angulo en C es de 30°, luego el teorema de los senos nos da
que

10  BC
sen30°  sen4he’
luego
BC = 10v2/2 = 14.14 km.
1/2 n

Ejemplo 2 Si caminamos 3 km hacia el este y luego 5 km hacia el noreste,
seudnto nos hemos alejado del punto de partida?

(S
A 3km B

SOLUCION: Por el teorema del coseno, tenemos que

V2

b2 =a® +¢® —2accos135° = 9 + 25 + 305 =55.21,

luego b = v/55.21 = 7.43 km. ]

Ejemplo 3 Una lancha se aleja de la costa en direccion noreste, recorre 7 km
y luego regresa a la costa recorriendo 5 km. A qué distancia se encuentra del
punto de partida?
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7 km
5 km

45°

SOLUCION: Llamando x = AC, por el teorema del coseno, tenemos que
52 =2% + 7% —2.7-xcosd5°,

luego
22— TV2x +24=0.

Esto nos da las soluciones

Lo TV2EV2 [3v2 = 4.24km
2 44/2 = 5.65km

La solucion que muestra la figura es la menor, pero la lancha podria haber
navegado hacia el este en el segundo tramo, y entonces habria acabado a 5.65
km del punto de partida. ]

Ejemplo 4 Veamos ahora como se puede medir la altura de una pirdmide (o
de cualquier objeto) mediante trigonometria. Basta elegir dos puntos A y B
cuya distancia sea conocida y, desde ellos, medir los angulos que se indican en
la figura (todos ellos son faciles de medir con un teodolito):
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Con los datos de la figura, el angulo C' del tridngulo ABC es de 18° = /10,
y por el teorema de los senos,

100  BC
sen18°  sen60’
luego
N 1
Bo— 100 V3 _ 0005 m,
(-1+V5)/4 2
y entonces
h 3
280.25 30 =g
luego h = 161.8 m. n

El teorema siguiente fue demostrado en 1746 por el matematico britanico
Matthev Stewart:

Teorema 3.19 (Teorema de Stewart) En la situacion de la figura:

se cumple la relacion b>m + c¢®>n = a(d? + mn).

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema del coseno a los dos tridngulos pe-
quenos:

A =d®>+m?—2mdcost, b>=d?>+n?—2ndcost = d?®+n?+ 2ndcosé.

Multiplicamos la primera ecuacién por n, la segunda por m y sumamos:

2= (m+n)mn+ (m+n)d® = a(d® +mn).

mb® 4 nc? = (m +n)d? + mn? +nm
]

El caso particular en que m = n es mas antiguo:

Teorema 3.20 (Teorema de Apolonio) Si D es el punto medio del lado BC
de un tridngulo:

AB’ +AC”° = 2(AD° + BD").
Equivalentemente, en la figura siguiente el drea de los dos cuadrados es igual al
drea de los dos rectdngulos:
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Calculo de las razones trigonométricas Todos los ejemplos anteriores es-
taban “amanados” para que los angulos involucrados estuvieran entre aquellos
pocos de los que conocemos sus razones trigonométricas, pero esto no es algo
que pueda esperarse en ejemplos reales. Es obvio que la trigonometria sirve de
muy poco si no sabemos como calcular las razones trigonométricas de un angulo
arbitrario. La clave para ello esté en el teorema siguiente:

Teorema 3.21 Si0 < «, 8 < 7/2, entonces
sen(a + ) = sena cos 3 + sen [ cos «,
cos(a+ ) = cosacos B — sen asen 3.

DEMOSTRACION: Si @ = 0 o 8 = 0, teniendo en cuenta que sen0 = 0
y cos0 = 1, las formulas son triviales. Igualmente, como sen(w/2) = 1y
cos(m/2) =0, senm = 0, cosm = —1, se comprueba que las formulas son validas
paraa=8=7/2. Sif=7/2y 0 < a < /2, tenemos

sen(a + m/2) = sen(r — /2 — a) = sen(n/2 — a) = cos a,
cos(aw +7/2) = —cos(m — /2 — &) = —cos(w/2 — a) = —sen a,

donde hemos usado la relacion entre las razones trigonométricas de un angulo
agudo y las de su complementario. Lo mismo vale si es @ = 7/2, luego sblo
falta probar el teorema cuando 0 < «, 8 < w/2. Consideramos primero el caso
en que a+ 8 < /2.

cos(ax+B) sen(x)sen(B)
o+p

cos(x)sen(B)
1/ sen®
sen(o+B)

cos(B
sen(x)cos(p)

B(X [}
cos(x)cos(B)
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La figura muestra un tridngulo rectangulo de hipotenusa unitaria y angulo (3,
con lo que sus catetos son cos 3 y sen 3. Sobre el cateto cos 3 esta construido
otro tridngulo rectangulo de angulo «, con lo que sus catetos son cos acos 8
y senacos 3. El otro angulo no recto de este tridngulo es 7/2 — a, luego el
angulo situado sobre él en la figura es también a, como se indica. Observemos
también que el 4&ngulo marcado como a4+ 3 tiene en efecto esta amplitud porque
es alterno interno con a + . Las dos formulas del enunciado son inmediatas a
partir de la figura. Si o + 8 es recto u obtuso la situacién es similar:

sen(ax)sen(B) sen(a)sen(pB)
o |cos(x)sen(B) B o |cos(x)sen(pB)
SEI’I(B) L sen |
U cos(p) sen(a+B) [ co5(p)
sen(ax)cos(P) sen(x)cos(B)
B
% (0%
cos(x)cos(B) -cos(a+p)cos(x)cos(B)

En particular, si 0 < 8 < 7/4, tenemos que
sen 23 = 2sen 3 cos 3, cos 2 = cos? B —sen? f = 2cos? f — 1.
A su vez, llamando o« = 23, obtenemos que

cos o = 20052%7 1=1 f2sen2%,

cosa /1+ cosa o « /1 —cosa
— =3 — n— —4/—.
2 2 ’ 2 2

Ejemplo: El area de un poligono regular Consideremos un poligono re-
gular de n lados, y sea a = 27 /n.

luego

v
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Es claro que el area del poligono es n veces el area del tridngulo formado por
el centro y dos vértices consecutivos. La altura de dicho tridngulo es lo que se
llama el apotema del poligono, de modo que el area es

nla
S=—
2
Notemos que nl es el perimetro del poligono (la suma de las longitudes de sus
lados), por lo que la formula también se expresa como S = pa/2. Por otro lado,
la trigonometria nos da que

1/2 @ 1—cosa
LZ —tan - =/,
a 2 1+ cosa
luego la relacion entre el area y el lado de un poligono regular es:

g ni? /1 +cosa
4 V1-cosa’ .
Las formulas del seno y el coseno del angulo mitad nos permiten calcular
las razones trigonométricas de 7/2™ para todo ntimero natural n, y a su vez,
usando las féormulas para el seno y el coseno de una suma, podemos calcular
las razones trigonométricas de todos los angulos de la forma o = mz /2", para
0 < m/2" < 1/2. Pero todo angulo entre 0 y 7/2 puede aproximarse con
cualquier grado de precision deseado por un angulo de esta forma, lo que nos
permite aproximar sen o y cos « con cualquier grado de precisiéon deseado.

La primera tabla trigonométrica de que se tiene referencia se debe al astro-
nomo griego Hiparco, que vivi6 en el siglo II a.C. Era una tabla de cuerdas. Los
griegos definian la cuerda de un angulo como la longitud de la cuerda que une
los extremos de un arco de amplitud a en una circunferencia de radio 1.

erda(x)

Trabajar con cuerdas es equivalente a trabajar con senos, pues, claramente:
!
cuerda(a) = 2 sen 5

Concretamente, Hiparco tabulé las cuerdas de los angulos entre 0 y 180° a
intervalos de 7.5° (es decir, en arcos de 1/24 de circunferencia). Varios siglos
maés tarde, Ptolomeo incluy6 en el capitulo XI de su Almagesto una tabla con las
cuerdas de los dngulos entre 0 y 180° a intervalos de medio grado. Esta tabla
no fue mejorada hasta el siglo XVI, cuando el matematico suizo Joost Biirgi
publicé una tabla de senos a intervalos de 2 segundos de arco.
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Ptolomeo uso el teorema que hoy lleva su nombre para el célculo de cuerdas.
Observemos que incluye como caso particular la féormula para el seno de una
suma. Basta considerar en una circunferencia de radio 1/2 un cuadrilatero con
una diagonal igual a un diametro:

enf

Notemos que una diagonal mide 1 y la otra es sen(a + ) por el teorema de
los senos, ya que en este caso 2R = 1.

Nosotros vamos a resolver el problema del calculo de las razones trigonomé-
tricas probando que las funciones seno y coseno que hemos definido aqui son
las mismas definidas en el capitulo V de [ITAn| y, por consiguiente, las mismas
que calcula cualquier calculadora de bolsillo. Para ello extendemos las funciones
seno y coseno al intervalo [—7, 7] con el convenio:

sen(—f) = —sen f, cos(—f) = cos 3, tan(—3) = —tan §.

La figura muestra que este convenio es natural si entendemos que —« es otra
forma de nombrar al d&ngulo 27 — «:

PD(
1

sen(x)

& cos(a)

o B PO
-sen(a)

Ahora tenemos definidas dos funciones
sen, cos : [—m, 7] — [—1,1]

cuyas graficas resultan ser las siguientes:
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sen «

N 34

COS «x
s

Sobre ellas, entre otras cosas, sabemos lo siguiente:
1. sen?a +cos’a = 1.

2. sen : [0, /2] —> [0, 1] es estrictamente creciente y suprayectiva, mientras
que cos : [0,7/2] — [0, 1] es estrictamente decreciente y suprayectiva.

En efecto, las funciones toman todos los valores entre 0 y 1 porque cier-
tamente toman los valores 0 y 1y, si 0 < z < 1, podemos construir un
triangulo rectangulo con catetos z y v/1 — x2, y entonces la hipotenusa
medira 1, luego x seré el seno de uno de sus angulos y el coseno del otro.
Por otro lado, es evidente que, para dngulos agudos, cuando mayor es un
angulo, mayor es su seno y menor su coseno:

3. Si0<a<m/2, entonces
sen(a + 7/2) = cos a, cos(a+ 7/2) = —sena.

Esto es un caso particular de 3.21 y se traduce en que el valor de las
funciones seno y coseno en el intervalo [0,7/2] determina los valores que
toman en [r/2, 7|, luego determinan los valores que toman en todo el
intervalo [0, 7].

4. sen(—a) = —sena, cos(—a) = cos a.

Esto se cumple por definicién, y se traduce en que el valor de las funciones
seno y coseno en el intervalo [0, 7/2] determinan de hecho los valores que
toman sobre todo el intervalo [—,7].

Finalmente observamos que podemos extender las definiciones de las fun-
ciones seno y coseno a todos los ntimeros reales estableciendo que se repitan
peridédicamente, como muestran las gréaficas siguientes:
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Técnicamente, observamos que, dado cualquier ntimero real «, existe un
Gnico ntimero entero k tal que
-+ 2kr < a < 7w+ 2k,
pues estas desigualdades equivalen a

T+«

k< <k+1,
lo cual equivale a que k = E[(m + «)/2n]. Por lo tanto, a se expresa de forma
dnica como o = g + 2k7, con —m < g < 7 y podemos definir

sen a = sen ay, COS @ = COS a.

En particular, si —m < a < 7 la nueva definicién coincide con la que ya
teniamos, mientras que, con la nueva definicion, tenemos senm = sen(—n) = 0,
cosm = cos(—m) = —1, luego el resultado también coincide con la definicion
anterior.

Nota Conviene observar que la extension al intervalo [—2, 2] tiene una inter-
pretacién geométrica natural. Consideremos por ejemplo la figura siguiente:

-

Tomemos, por ejemplo, el grado sexagesimal como unidad de amplitud.
Entonces, el punto P, de la figura corresponde tanto a a = 120° como a
a = 120 — 360 = —240°, es decir, que es el punto al que llegamos tanto gi-
rando Py un dngulo de 120° en sentido antihorario como 240° en sentido horario.
Igualmente, el punto P_, es tanto P_159 como Payg.

En general, cada punto de una circunferencia graduada puede determinarse
por un dnico 0 < o < 27 y también por un tnico —27 < o < 0. En cualquier
caso, sen « es el cateto indicado en la figura, con el convenio de que el seno es
positivo si P, estd en el semiplano superior y negativo si esta en el semiplano
inferior. Igualmente, cosa es el cateto indicado, con el convenio de que es
positivo si esta en el semiplano derecho y negativo si esta en el izquierdo.

Hemos probado que las funciones
sen,cos : R — [—1,1]

cumplen todas las hipotesis del teorema [ITAn 5.3|. La conclusion es que, si
llamamos p al ntiimero que hasta ahora estdbamos llamando 7, es decir, a la



116 Capitulo 3. Resultados bésicos de la geometria euclidea

amplitud del angulo llano, que depende de la eleccion de la unidad de medida,
se cumple que las funciones sen z y cos x que hemos definido aqui coinciden con
las funciones sen((w/p)x) y cos((w/p)x) definidas en [ITAn 5.1], donde ahora
m = 3.1415... es el nimero definido alli mismo.

Equivalentemente, si tomamos como unidad de amplitud 2R/, donde R es
la amplitud del angulo recto y 7 es el definido en [ITAn], entonces la medida del
angulo llano es precisamente este valor de 7 y las funciones sen y cos que hemos
definido aqui coinciden exactamente con las definidas en [ITan], por lo que la
unidad de amplitud 2R /7 no es sino el radidn, definido en [ITAn 5.6], de modo
que, segun [ITAn 5.7], la medida de un angulo « en radianes coincide con la
longitud del arco que abarca en una circunferencia graduada de radio unitario.

En lo sucesivo tomaremos siempre como 7 el valor definido en [ITAn|, es
decir, la longitud de una circunferencia de didmetro 1, o el area de un circulo
de radio 1, y a partir de aqui damos por sabido que las funciones trigonomé-
tricas cumplen todas las propiedades demostradas en [ITAn]. En particular,
las formulas del teorema 3.21 son validas para todas las amplitudes reales, no
necesariamente entre 0 y 7/2. También contamos con las funciones inversas

arcsen , arccos , arctan

introducidas en la seccion 5.3 de [ITAn| y que nos permiten calcular (por ejem-
plo, a través del desarrollo en serie [ITAn 6.11]) los 4ngulos cuyo seno, coseno o
tangente toma un valor dado.

La aproximacion del heptagono de Durero Por ejemplo, ahora sblo ne-
cesitamos una caculadora para concluir que

Seng = 0.433884. .. 4sen§ = 1.735535. ..
y este valor se parece bastante a /3 = 1.732051 ...
El lado de un heptagono regular de radio 1 mide
2sen7/7 = 0.867767...,

por lo que si lo aproximamos por \/§/2 = 0.866025 ... (la altura de un trian-
gulo equilatero de lado unitario) estamos cometiendo un error del 2%. Esta
aproximacion del heptagono regular se atribuye al pintor Alberto Durero:
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Seis de los angulos del poligono construido miden realmente
2arcsen(v/3/4) = 51.317813...°

en lugar de los 360/7 = 51.428571...° que deberian medir, lo que supone un
error de un 0.22%. El ultimo mide 52.093125...°, lo que supone un error de
casi 40’ (un 1.3%). "

Es interesante considerar la demostracion geométrica siguiente de las des-

igualdades
senx 1 tanx 1
1<

= ) S 727
x cosx x cos? x
validas para 0 < |z| < 7/2. Podemos suponer z > 0, y entonces basta considerar
la figura siguiente:

(3.1)

cosT <

) tan(x)

cos(x) T

El arco que limita el sector circular sombreado tiene longitud x, mientras
que la circunferencia completa tiene longitud 27 por lo que el sector circular es
la x/2m-ava parte del circulo completo, que tiene area 7, luego el sector circular
tiene area x/2. Comparando esta area con la de los dos tridngulos que muestra
la figura concluimos que

<T. 1 ¢ 1senx
—coszsenr < — < —tanz = — .
2 272 2cosz
De la primera desigualdad se sigue que
sen x 1
< )
r  CcosT
y de la segunda

senx
cosz < .

Esto nos da la primera serie de desigualdades de (3.1) y, dividiendo entre cos z,
obtenemos la segunda. n

En particular,

tanx 1 sen? z 3 (tanzw 2
O0<tanr—z==2x —1) <=z —1l|=2rx———=2x ,
x cos? x cos2 x x

luego si = es pequefio (basta z < 0.9) se cumple que 0 < tanz — x < 223, luego
la diferencia entre x y tan x es mucho menor que z, por lo que tanz ~ x es una
buena aproximacion.
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Hiparco y la distancia a la Luna El astrénomo griego Hiparco calculd
de dos formas distintas la distancia de la Tierra a la Luna. Con una obtuvo la
estimacion de 67-+1/3 radios terrestres, y con otra concluy6 que era de 71 radios
terrestres. En realidad es de 60.33. Vamos a presentar el segundo calculo que,
aunque es el que le llevo a un resultado mas alejado del real, es el mas exacto
desde un punto de vista geométrico.

Hiparco se basé en un eclipse de sol, que en la regién del Helesponto —por
ejemplo, en Nicea, su ciudad natal— fue total, pero en Alejandria, donde vivia,
fue parcial. Segin Hiparco, la Luna s6lo ocult6 las cuatro quintas partes del
Sol. Estos datos cuadran bien con un eclipse que tuvo lugar el 14 de marzo de
190 a.C.

La figura muestra dos puntos H y A de la superficie terrestre junto con las
zonas ocultadas por la Luna en cada una de ellos. En el caso de H la Luna
“encaja” con el Sol y lo oculta completamente, mientras que en el caso de A
deja una zona al descubierto.

Tierra

Cuando hablamos del diametro solar nos referimos al diametro aparente en
la esfera celeste, y lo natural es considerarlo, no como una longitud, sino como
un angulo. A lo largo del aiflo el diametro aparente del sol oscila entre 31'36” y
32'42". Hiparco lo estim6 en un 650-avo de circunferencia, es decir,

360
= — = 0.553846° = 33'13.84".
“ = 650
Que la Luna dejo 1/5 del disco solar sin cubrir hay que entenderlo como que
dejo un angulo = «/5 sin cubrir. Asi pues:

360

= 2 0.110769°.
"= %505

Si ahora nos fijamos en la zona de la figura proxima a la Tierra y la Luna
veremos que el dngulo p tiene su vértice en el punto L donde se ve el borde
de la Luna desde H y desde A (en realidad son dos puntos distintos, pero
practicamente indistinguibles), y es igual a su opuesto por el vértice, que forma
parte del triangulo HTAL en la figura siguiente. Para resolverlo necesitamos
conocer HA y . Veamos en primer lugar cémo calcular 6:

En primer lugar, ZHA = — O/TELL y a su vez, como el tridngulo OrHA
es isosceles:

@:@
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Ahora, m = ¢ — ¢4 es la diferencia entre las latitudes? de H y A. En
total:

I T ¢ —da 1
ZHA=m 2-1— 3 5 T3

Hiparco habia medido las longitudes y latitudes de varios lugares tomando
como referencia las estrellas. Algunos de sus resultados nos han llegado a través
de la Geografia de Estrabon, en la que consta que conocia las latitudes de 31°
para Alejandria y 41° para Nicea (las mediciones actuales son 31°12" y 40°25/,
respectivamente), lo que nos da ¢y — ¢4 = 10°. A su vez,

0 —TLHA=ZHA-(.

Ahora tenemos en cuenta que si unimos H y Op con un punto situado en la
Luna, los segmentos HL y OrL se van a ver casi paralelos en la Tierra, por
lo que los angulos ¢ y ¢’ seran muy parecidos (la diferencia sera del orden de
medio grado). Aceptando, pues, ¢’ = (, obtenemos la estimacion

0=+ (om0~ C

Para el calculo de ¢ podemos despreciar la diferencia entre OrL vy OOy, y
entonces ( es la resta de la latitud ¢y (es decir, el angulo que H forma con el
ecuador) menos la declinacion § de la Luna (el angulo que la Luna forma con
el ecuador). En el eclipse del 14 de marzo de —190 la declinacion fue § = —3°
(es decir, que la Luna estaba un poco méas baja que el ecuador), y cabe suponer
que Hiparco conocia este dato. Por lo tanto, { = ¢y — d = 41° 4+ 3° = 44°.
Continuando el céalculo:

T 1
2 2

2 Alejandria y Nicea estan casi sobre el mismo meridiano, pero la figura supone que el Sol y
la Luna también se encontraban alineados con dicho meridiano, lo cual requeriria que el eclipse
hubiera sucedido a mediodia, y no fue asi, sino que tuvo lugar por la manana temprano. Esto
hace que el céalculo dé en realidad una cota inferior para la distancia a la Luna.

0=+ 5(6m — 6a) —Om +0= 5 — (611 +6a) + 0
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En definitiva: .
0 =90°— -
5(
Por otra parte, teniendo en cuenta que el triangulo O AH es isosceles con
angulo desigual de 10°, es claro que

AH = 2Rrsenb°,

41° 4 31°) — 3° = 51°.

donde Ry es el radio de la Tierra. Hiparco estimo6

600
28en5° = " A 0.17452.
Sett 3433

El valor real es 0.1743 ...

Con estos valores ya podemos resolver el tridngulo HAL. Aplicamos el
teorema de los senos:
d  AH
senf  senp’

No vamos a entrar en las aproximaciones que hizo Hiparco para calcular los
senos (o las cuerdas), pero poniendo los valores reales se obtiene d’ = Rp-70.15.
Probablemente Hiparco obtuvo d’ ~ 7T0Rr, y para calcular la distancia entre el
centro de la Tierra y el centro de la Luna anadié un radio terrestre y concluyé
que d = T1Rp.

Aunque hemos hecho bastantes aproximaciones, el dato més sensible es el
valor de p. Por ejemplo, si en lugar de suponer que el eclipse en Alejandria dejo
1/5 = 10/50 del Sol sin cubrir hubiéramos supuesto que habia dejado 11/50
sin cubrir (algo dificilmente distinguible sin instrumentos precisos) el resultado
obtenido habria sido de 65 radios terrestres, mucho mas ajustado a la realidad.
De todos modos, la figura siguiente muestra a escala la Tierra, la Luna a la
distancia real y la Luna a la distancia calculada por Hiparco.

No cabe duda de que, en relacién a los medios disponibles, el resultado es
excelente. L]

Paralaje El paralaje (gr. “diferencia”) es un fendémeno 6ptico muy facil de
producir sin mas que extender verticalmente un dedo cerca de la nariz y mirarlo
alternativamente con uno y otro ojo. Veremos que el dedo parece cambiar de
posicién respecto de los objetos méas lejanos. El cerebro humano usa el paralaje
producido por la distancia entre ambos ojos para estimar la distancia entre los
objetos, y los astrénomos se dieron cuenta de que el mismo principio podria
servir para calcular la distancia de la Tierra a diversos cuerpos celestes.

En realidad esta idea subyace ya en el célculo de Hiparco de la distancia de
la Tierra a la Luna, que depende esencialmente de una estimacion del cambio
de posicion aparente del borde de la Luna respecto del Sol cuando se observa
desde dos puntos distintos de la Tierra suficientemente alejados como para que
éste sea apreciable.
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El cuerpo celeste méas cercano a la Tierra después de la Luna es Marte, y
el 1 de octubre de 1672 el astronomo italiano Giovanni Cassini midi6 su paralaje
respecto de la esfera celeste observandolo simultaneamente desde dos puntos
distintos de la superficie terrestre. Dado que Marte estd mucho mas lejos que
la Luna, para que el paralaje fuera apreciable era necesario que los puntos de
observacion estuvieran mucho mas separados que Alejandria y Nicea, asi que
Cassini habia enviado a su ayudante Jean Richer a Cayena, en la Guayana
Francesa, para que observara Marte mientras él lo observaba desde Paris.

La fecha no era casual, sino que fue elegida porque ese dia Marte se en-
contraba en oposicion perihélica, lo que significa que Marte, la Tierra y el Sol
estaban alineados (en ese orden) con Marte cerca de su perihélio, lo cual im-
plica que era un momento en el que la distancia a la Tierra es menor y ademas,
al medir la distancia a Marte en ese momento estaba midiendo en realidad la
diferencia entre los radios de las 6rbitas respectivas.

La situacién geométrica es la siguiente:

Al observar Marte desde el punto P (Paris), el planeta se ve situado en
un punto P’ de la esfera celeste, mientras que al observarlo desde el punto C
(Cayena), se ve situado en un punto C’. Ahora observamos que el angulo 6
con el que los puntos C’ y P’ se ven desde Marte es practicamente el mismo
que el angulo 0’ con que estos puntos se ven desde Paris y, de hecho, desde
cualquier puLode la superficie terrestre. En efecto, si consideramos el triangulo

rectangulo M HC', tenemos que C'H = M H tan 6, luego

MH tan6 tan 6

f' = arctan —— rctan W ~ arctantanf = 6,

" _ .
PM+ MH
pues la distancia de Marte a la esfera celeste es infinitamente mayor que su
distancia a la Tierra, luego PM /M H es practicamente 0. El valor que Cassini
y Richer obtuvieron fue § = 19”. Para calcular la distancia a Marte usamos que

S PC

MA=——
2tan(0/2)

donde la distancia (en linea recta) PC entre Paris y Cayena es de 6700 km, lo

que nos permite concluir que Marte se encontraba a unos 72.7 millones de km

de la Tierra.?

3El valor de la distancia entre Paris y Cayena podia mejorarse ligeramente, pues en realidad
es de 6680 km y, con instrumentos de mayor precisién, Cassini y Richer habrian obtenido que
el angulo era més bien § = 16.6””. Repitiendo el calculo con estos datos la distancia Tierra-
Marte resulta ser en realidad de 78.3 millones de km. El error de Cassini y Richer fue de poco
mas de un 7%.



122 Capitulo 3. Resultados bésicos de la geometria euclidea

De aqui Cassini obtuvo mucha méas informacion. La tercera ley de Kepler
afirma que, para cada planeta, el cuadrado de su periodo orbital es proporcional
al cubo del radio de su 6rbita. Asi, como Marte tarda 687 dias en dar una vuelta
completa alrededor del Sol y la Tierra tarda 365.25 dias, sus radios respectivos

cumplen la relacién
R3, 6872

RS 365.252"
luego Ry = 1.52374R7, y uniendo esto a que, segin la medicion de Cassini,
Ry — Ry = 72.7 millones de km, concluimos que Rr = 139 millones de km.
La distancia media de la Tierra al Sol es lo que se conoce como una unidad
astrondmica, y su valor real (obtenido por telemetria con radares desde sondas
espaciales) es?
1ua = 149597870700 m,

por lo que el error de Cassini es poco mas de un 7%. Igualmente se puede
calcular la distancia al Sol de todos los planetas del sistema solar.

Las estrellas estan demasiado lejanas para que se pueda apreciar paralaje
alguno al observarlas desde cualquier par de puntos de la superficie terrestre,
pero conociendo la distancia de la Tierra al Sol se puede observar una misma
estrella desde dos puntos opuestos de la orbita terrestre, y esta distancia es
suficiente para detectar paralajes en las estrellas mas proximas, al menos con
instrumentos de precision suficiente.

Concretamente, el paralaje de una estrella se define como la mitad del &n-
gulo que forman sus posiciones aparentes en la esfera celeste cuando es observada
desde dos puntos diametralmente opuestos de la orbita terrestre (medido res-
pecto a las estrellas para las que no se observa desplazamiento alguno, que son
la inmensa mayoria).

Como antes, el doble del paralaje 26 es indistinguible del angulo con que se
ven desde la estrella los dos puntos de observacion, por lo que la distancia de la
estrella al Sol resulta ser U

~ tang’

4Con los datos indicados en la nota precedente se obtiene el valor real Ry = 149.476
millones de km.
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donde U = 149597 870.7 km es una unidad astronémica. Los paralajes estelares
son siempre angulos tan pequenos que les podemos aplicar tranquilamente la
aproximacion tanf =~ 6 que hemos discutido en la pagina 117, con lo que la
distancia d puede calcularse méas sencillamente como d = U/0 (con 6 expresado
en radianes). Si llamamos 6" al paralaje expresado en segundos de arco, que es
la unidad habitual, entonces

180 - 3600 U
d=—""""

7.‘-0//

La longitud
180 -3600U

™

pc =30856775814913.673 km ~ 3.261563777 anos luz

se llama parsec (paralaje de un segundo de arco) y es la distancia a la que se
encuentra una estrella cuyo paralaje sea de un segundo. Hemos probado que si
el paralaje en segundos de una estrella es 6", entonces su distancia al Sol es de

1
d= mpc

El primer paralaje estelar fue medido en 1838 por el astronomo alemén
Friedrich Wilhelm Bessel, que establecié para la estrella 61 Cygni un paralaje
de 0.314”, lo que corresponde a una distancia de 3.184713 pc, o de 10.387 anos
luz.

Es interesante observar el error cometido a aproximar la tangente por el
angulo: El valor de 6 en grados es 0.0000152231495868 ..., mientras que su
tangente es 0.0000152231495880. .. La distancia (en afios luz) calculada con y
sin la aproximacién es, respectivamente

dapr = 10.38714578 .. ., dex = 10.387145787 . ..

El error es inferior a 100000 km. Otra cosa es el error en la medicion del
paralaje. Hoy se sabe que en realidad es § = 0.286” y que la distancia de la
estrella es de 11.398 afios luz. El error cometido por Bessel fue de un 8.5%.

La estrella mas proxima al Sol es Alfa Centauri, con un paralaje de 768.7",
lo que corresponde a una distancia de 1.295pc o 4.22 anos luz, pero no es lo
habitual. En general, los paralajes estelares son desorbitadamente pequenos.
Por ejemplo, el de la estrella polar es de 0.007576”, y los mejores telescopios
situados en la Tierra no pueden apreciar paralajes menores de 0.01 segundos
de arco (pero, por ejemplo, el telescopio espacial Hubble puede alcanzar una
precision de 0.00002” y con sondas espaciales que se alejen mas de la Tierra se
pueden medir paralajes ain menores). [

La féormula de Bretschneider Uno de los problemas mas practicos que
puede resolver la geometria es el calculo del drea de un cuadrilatero, pues es
mas frecuente encontrarse con parcelas de terreno en forma de cuadrilatero que
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triangulares o circulares, etc. En principio, la forma natural de abordar el
problema es dividir el cuadrildtero en dos tridngulos, pero eso exige conocer
la longitud de la diagonal correspondiente, y la forma en que ésta divide a los
angulos que conecta. En 1842 Anton Bretschneider public6 una féormula muy
simple.

En la prueba vamos a usar un hecho elemental que tienen interés en si mismo:
el drea de un tridngulo puede expresarse en términos de dos de sus lados y el
angulo que forman como

1
S = —bcsen a,
2
pues h = csen « es la altura correspondiente a la base b.

Teorema 3.22 (Formula de Bretschneider) FEl drea de un cuadrildtero como
el de la figura viene dada por

S=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s — d) — abed cos?((a + 7)/2),

donde s = (a+b+c+d)/2 es el semiperimetro del cuadrildtero.

DEMOSTRACION: Por la observacién precedente, el area del cuadrilatero
viene dada por

1 1
S = iadsena + ibcsen'y,

luego
1
5% = Z(oﬂd2 sen” a + bc? sen? v + 2abed sen avsen ).

Por el teorema del coseno, la diagonal e cumple:

e? = a4+ d*> — 2adcos o = b? + ¢ — 2bccos .

Por lo tanto,
a? +d? — b? — % = 2ad cos a — 2bc cos v,

luego
(a® +d* — b* — c*)? = 4a%d? cos® a + 4b*c? cos? y — 8abed cos a cos 7y

= 4a?d® + 4b*c? — 4a®d? sen® a — 4b*c? sen? y — 8abed cos o cos .
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Asi:
1

1
Z(azd2 sen® a + b2 c?sen? y) = Z(azcl2 + b%¢* — 2abed cos o cos )

1
_TG(G/Q +d2 _ b2 _ 02)2.
Sustituimos en la formula para S2:

1
S% = ~(a*d* + b*c? + 2abed(sen acsen y — cos o cos 7))

4
_i(az +d2 _ b2 _ 02)2
16
1 1
= Z(azd2 + b%¢® — 2abed cos(a + 7)) — E(a2 +d? - b —?)?

1 1
= E(4a2d2 +4b*c? — (a® + d* — b* — *)?) — iabcdcos(oz +7)

—a* — bt — ' — d* + 2a%d? + 20%6? + 2a2c? + 2dP* + 2d%? 4 2b%¢?)

16¢
1
—gabcdcos(a +7).
Por otro lado:
(—a+b+c+d)a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d) =
—a* — bt — ¢t — d* + 2a%d2 4 2620 + 2a2P + 2420 + 2d2 P 4 2b% ¢ + 8abed,

luego

5% = E(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—cl)
1 1
—iabdd - §abcd cos(a +7)
1
=(s—a)(s—b)(s—b)(s—d) — 5abcd(1 + cos(a + 7))
= (s —a)(s —b)(s — b)(s — d) — abed cos? m,
donde hemos usado la férmula para el coseno del angulo mitad. [

La férmula se simplifica si el cuadrilatero es ciclico, pues entonces el teorema
1.36 nos da que a + v = 7, luego el coseno se anula. La féormula resultante la
conocia el matematico indio Brahmagupta en el siglo VI:

Teorema 3.23 (Formula de Brahmagupta) FEl drea de un cuadrildtero ci-
clico de lados a, b, c,d viene dada por la formula

S=1/(s—a)(s —b)(s = c)(s — d),

donde s = (a+b+c+d)/2 es el semiperimetro.

Haciendo d = 0 obtenemos como caso particular la formula de Heron (teo-
rema 3.4).
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3.6 Homotecias

Estudiamos ahora un tltimo concepto geométrico elemental, que no es sino
la nocion familiar de “cambio de escala”. Una imagen puede ampliarse o redu-
cirse para mostrar las mismas figuras mayores o menores, pero respetando las
proporciones. Para abordarlo conviene introducir el convenio siguiente:

Longitudes dirigidas Si A, B,C, D son cuatro puntos alineados, considera-
remos que la razéon

AB

CD
es positiva si los pares (A4, B) y (C, D) inducen la misma orientacion en la recta,
es decir, si para movernos de A hasta B tenemos que desplazarnos en el mismo
sentido que para movernos de C hasta D. En caso contrario consideraremos que
la razén es negativa.

Asi, dados tres puntos colineales B, C, D con C # D, existe un tnico punto A
en la recta que pasa por ellos tal que la razén anterior toma un valor dado. En
principio habria dos posibilidades, una en cada semirrecta con origen en B, pero
el ajuste del signo descarta una de ellas.

Nos van a interesar principalmente razones de la forma
AX
XB’
que seran positivas si y solo si X esta entre A y B. Notemos ademés que, fijados

A # B, existe un tnico punto X en la recta AB para el que la proporcion anterior
toma un valor prefijado r # —1.

Y
rl\

En efecto, si trazamos un segmento BC de longitud 1 y perpendicular a AB,
para cada r # 1 podemos considerar el punto Y que hace que el segmento AY
tenga longitud |r| y que esté en el semiplano opuesto a C respecto de AB si
r > 0 y en el mismo semiplano si 7 < 0. Entonces, sin considerar signos, el
punto X donde se cortan las rectas AB e YC cumple

AX ||

7:7:|T|7

XB 1

=
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por lo que hay exactamente dos puntos X que cumplen esto para cada r # 0,+1
(los que se obtienen tomando Y en un semiplano u otro), y uno solo que cumple
la relacion teniendo en cuenta los signos. (Para r = 0 hay un tnico punto, que
es X = Ay para r = 1 hay un tnico punto que es el punto medio de AB.)
Ademaés, todo punto X de la recta AB distinto de B corresponde con un tnico
valor de r.

Notemos por tltimo que

XA 14X

XB XB

)

por lo que si expresamos la proporciéon de esta forma, el valor que no puede
darse es r = 1. En realidad este valor se da cuando A = B. m

Pasamos ya a estudiar las homotecias. Para determinar una ampliacién o
reduccion de una figura tenemos que especificar el factor de la escala r, pero
también tenemos que elegir el Gnico punto que no se movera al efectuar la
transformaciéon, de modo que “ampliar” o “reducir’” una imagen supone siempre
ampliar o reducir alrededor de un centro fijo.

Por ejemplo, la figura siguiente muestra un triangulo ABC' y dos “amplia-
ciones” A’B'C" y A" B"C" respecto de un punto O:

La definicion siguiente precisa la idea:

Definicion 3.24 Fijado un punto O y un ntmero real r # 0, definimos el punto
homotético (gr. “en la misma situacion”) P’ de un punto P como el punto situado
en la recta OP de modo que OP’ = |[r|OP y con la condicién de que Py P’
estan en la misma semirrecta respecto de O si r > 0 y en semirrectas opuestas
si r < 0. El homotético de O se define como O’ = O.

La transformacion del plano que a cada punto P le asigna P’ se llama ho-
motecia de centro O y razon r.

Dos figuras son homotéticas (respecto de O y r) si una esta formada por los
puntos homotéticos de los que componen la otra.
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Observemos que una homotecia de razon r = 1 deja invariantes a todos los
puntos, mientras que una homotecia de razén —1 no es mas que un giro de 180°
respecto a su centro.

Por ejemplo, la homotecia de centro O que transforma ABC en A'B’C’ en
la figura anterior tiene razén positiva, mientras que la que lo transforma en
A"B"C" tiene razon negativa.

Nota Las homotecias se expresan de forma mas simple en términos de lon-
gitudes dirigidas, pues la condicién para que P’ sea el punto homotético de un
punto P # O es que
OP’
OP

En efecto, basta tener en cuenta que OP’/OP es positivo si y solo si P’O/OP
es negativo, es decir, si y s6lo si O no esta entre Py P’, que es equivalente a
decir que P y P’ estan en la misma semirrecta respecto de O. n

=T

Es claro que si aplicamos a un punto una homotecia de razén r y a conti-
nuacién otra de razén s con el mismo centro, obtenemos el mismo resultado que
si aplicamos la homotecia de razon rs.

En particular, la homotecia de centro O y razén 1/r es la inversa de la ho-
motecia de centro O y razon 7, en el sentido de que las aplicamos sucesivamente
obtenemos el punto de partida. Otra consecuencia es que toda homotecia de
razén r < 0 se puede obtener aplicando (en cualquier orden) la homotecia de
razén —r > 0 y la homotecia de razén —1.

Observemos que, dados dos puntos Py Q, se cample que P'Q’ = |r|PQ.

En efecto, esto es trivialmente cierto si uno de los puntos es O y se comprueba
sin dificultad si la recta PQ pasa por O (hay que distinguir si los puntos estan
al mismo lado de O o en lados opuestos). En caso contrario basta aplicar el
teorema de Tales:

Pl

0] Q Q

Puesto que OP’/OP = |r| :£Q’/®, los triangulos OPQ y OP'Q’ son
semejantes, luego también P'Q’/PQ = |r|.

Esto implica a su vez que si tres puntos P, (), R son colineales, lo mismo
les sucede a sus homotéticos, pues si, por ejemplo, @) esta entre los otros dos, se
cumple que

PR=PQ +QR,
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y multiplicando por |r| obtenemos que

PIR/ — P/Q/ + C?/‘RI7

pero, por la desigualdad triangular, tres puntos cumplen esta relacion si y sélo
si estan alineados (con @' entre los otros dos).

En otras palabras, las homotecias transforman rectas en rectas, y la figura
anterior muestra ademas que la recta homotética de una recta que no pase por
el centro de la homotecia es una recta paralela (y claramente es la misma recta
si pasa por el centro de la homotecia).

El hecho de que una homotecia transforme rectas en rectas paralelas implica
que transforma angulos en angulos iguales, luego dos tridngulos homotéticos
son semejantes (pero el reciproco no es cierto, pues dos tridngulos homotéticos
tienen que tener lados paralelos).

Otra consecuencia obvia de que las homotecias multiplican las distancias por
un factor constante es que la imagen de una circunferencia de centro A y radio s
por una homotecia de razén r es la circunferencia de centro A’ y radio |r|s.

Mas ain, dos circunferencias cualesquiera siempre son homotéticas. Concre-
tamente:

Teorema 3.25 Dadas dos circunferencias de centros distintos O1 y Oz y radios
r1 Y T2, existen eractamente dos homotecias que transforman una en la otra, de
razdn trq/ry, salvo si vy =ra, en cuyo caso sélo hay una de razén —1.

DEMOSTRACION: Una homotecia entre las dos circunferencias debe trans-
formar O; en O, luego su centro C' tiene que estar en la recta O105.

Y la razon tiene que ser necesariamente r = £r5/r. Ademas, si un punto Py
de la primera circunferencia se transforma en P, en la segunda, tiene que cum-
plirse que

OB _T0,__.,n

cp, CO; T
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Notemos que la relacion de los signos es correcta: C' esta entre Py y Ps si
y s6lo si la homotecia tiene razén negativa, si y solo si C' esta entre O1 y Os.
Ahora bien, solo existen dos puntos C7 y C5 en la recta O102 que cumplen la
relaciéon

€0 _ 12

COq T1
uno para cada eleccion del signo, es decir, uno situado entre O; y Oz y otro
fuera del segmento. La tnica excepcién se da si 11 = 79, en cuyo caso el valor 1
no puede darse, por lo que s6lo hay un centro posible para una homotecia entre
las dos circunferencias, que tendra razén —1.

Ahora solo falta observar que si un punto C' cumple la relacion anterior, real-
mente la homotecia de centro C'y razén +rq/r; transforma una circunferencia
en la otra. En efecto, dicha homotecia transforma cada punto P; de la primera
circunferencia en un punto P, que cumple

O, P,
242 R T2 ,
01P1 1
luego O2 P> =19 v asi Ps esta en la segunda circunferencia. [

Si tenemos dos circunferencias con un mismo centro O, es claro que las
homotecias de centro O y razones +ry/ry transforman una en la otra, y son las
tnicas posibles.

Definiciéon 3.26 Se llaman centros de similitud de dos circunferencias dadas a
los centros de las homotecias que transforman una en la otra.

Hemos probado que si las circunferencias tienen centros distintos, entonces
tienen dos centros de similitud, uno correspondiente a una homotecia de razén
positiva y otro a otra de razoén negativa. Si los radios son iguales, entonces s6lo
existe el centro de similitud correspondiente a una homotecia negativa, mientras
que si los centros son iguales entonces hay un tnico centro de similitud comun
para la homotecia positiva y la negativa.

La figura siguiente muestra como calcular los centros de similitud de dos
circunferencias:

AN g
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Basta trazar perpendiculares a la recta 0102 y unir los puntos donde és-
tas cortan a las circunferencias con rectas que cortaran a 0105 en los centros
buscados.

Teorema 3.27 Si una recta r es tangente a dos circunferencias de centros Oq
y Oa, entonces, o bien r es paralela a la recta O102 (y esto requiere que ambas
circunferencias tengan el mismo radio) o bien r corta a O105 en uno de los dos
centros de similitud de las circunferencias.

DEMOSTRACION: Descartamos el caso trivial en que 7 es paralela a 0102 y
supongamos que 7 corta a esta recta en un punto C'. Una posibilidad es que r
sea tangente a ambas circunferencias precisamente en el punto C, en cuyo caso
las circunferencias son tangentes entre si y C es uno de sus puntos de similitud.

Descartando también este caso y de acuerdo con la figura, el teorema de
Tales nos da que
COQ T9

CO, 1
si consideramos longitudes positivas. Si las consideramos dirigidas, entonces el
miembro derecho serd +ry /r1, segtin si C esta situado o no entre los dos centros.
Pero esta relacion es la que caracteriza a los centros de similitud, luego C' tiene
que ser uno de ellos. n

Notemos que, para que puedan existir de hecho tangentes a las dos circunfe-
rencias que pasen por un centro de similitud, es necesario que éste sea exterior
a ambas, luego dos circunferencias tienen un méaximo de cuatro tangentes co-
munes, pero que pueden ser menos —incluso ninguna— si alguno de los centros
de similitud es interior a alguna de ellas, o si las circunferencias son tangentes
entre si (en cuyo caso hay una tnica tangente comtn asociada a dicho centro).

3.7 Angulos dirigidos

Consideremos cuatro puntos A, B, C, D situados sobre una circunferencia:
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D

Si estan situados como muestra la figura de la izquierda, podemos afirmar
- = P . . .
que CAD = CBD, pues son dos angulos inscritos que abarcan el mismo arco.
Sin embargo, esto ya no es cierto si la situacién es la de la derecha, pues ahora
los angulos abarcan arcos opuestos y, por consiguiente, no son iguales, sino
suplementarios.

En muchas demostraciones geométricas suele suceder que las hipotesis de
trabajo puedan materializarse en casos distintos como los que muestran las dos
figuras anteriores, y no inicamente dos casos, sino que si se dan simultaneamente
varias situaciones que dan lugar a casos distintos, el nimero total de casos que
es necesario contemplar se multiplica. Esto hace que muchos libros presenten
demostraciones incompletas porque razonan sobre una figura en concreto sin
contemplar las diferencias que pueden ser relevantes en otros casos compatibles
con las hipdtesis, pero que no se corresponden con la figura considerada (de
modo que, por ejemplo, unos dngulos que se afirma que son iguales puedan no
serlo en otros casos).

Aqui vamos a introducir una forma de medir angulos que permite plantear
razonamientos que en muchos casos son independientes de los distintos casos que
pueden darse, lo que asegura que los argumentos son completos sin necesidad de
distinguir un ntimero tedioso de casos y subcasos posibles. Lo tinico que vamos
a hacer es comprobar que varios hechos basicos pueden formularse en términos
de la nocion de “angulo dirigido” que vamos a estudiar, por lo que tal vez el
lector prefiera saltarse temporalmente esta secciéon hasta el momento en que sea
necesaria en el capitulo siguiente, y asi podra ver inmediatamente aplicaciones
que justifican el interés del concepto.

Dos rectas secantes I y I3 determinan dos pares de angulos suplementarios,
como muestra la figura siguiente. Lo que vamos a hacer aqui es dar un criterio
para nombrarlos de modo que uno sea EE y el otro EE La cuestién es que
el criterio sea general, y no simplemente elegir en cada caso particular a qué
angulo llamamos de cada manera.

h
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El criterio que vamos a adoptar es éste:

Definicion 3.28 Dadas dos rectas l1 y I, definimos el dngulo dirigido @ como
el angulo que hay que girar I; en sentido antihorario® para que pase a ser paralela
a (o coincidente con) la. Asi el angulo dirigido entre dos rectas paralelas es 0 y,

en general, 0 < [l < 7.

El lector puede comprobar que los nombres de los angulos en la figura pre-
cedente se ajusta a este criterio. Si movemos [; en sentido antihorario para
llegar a ls, el angulo que recorremos es el marcado como @ y no el marcado
como laly.

En general, los angulos EE y El\l son suplementarios y son distintos salvo
en el caso en que las rectas son paralelas, en cuyo caso ambos son nulos. Por
ello en todas las consideraciones que involucren édngulos dirigidos sera esencial
el orden en que escribimos las rectas.

Definimos la suma de dngulos dirigidos mediante:
lily + Igla = L5,

donde [5 es la recta que cumple que Bl\g, = El\4.

Por ejemplo, en la figura tenemos unos angulos El\g = 110°, Ez} = 140°. La
recta l5 se obtiene girando 140° la recta l; en sentido antihorario, y asi la suma
es l1l5 = 70°.

Numéricamente se obtiene de calcular 110° 4+ 140° = 250° y restar 180°, con
lo que obtenemos el valor indicado de 70°. Asi pues, hemos de distinguir entre la
suma de las amplitudes de dos angulos dirigidos (que en este caso seria de 250°)
de la amplitud de la suma de los dngulos dirigidos (que en este caso es 70°). La
segunda se obtiene restando 180° a la suma de las amplitudes si ésta alcanza o
sobrepasa los 180°.

Teniendo esto en cuenta es facil convencerse de que la suma de angulos
dlrlgldos es asociativa y conmutativa. Mas atn, todo angulo tiene un inverso,
ya que 1112 + 12l1 = 0, pues las amplitudes suman 180°, luego la suma como
angulos dirigidos es 0.

5El concepto de “sentido antihorario” es externo a la geometria pura, pues requiere saber
como se mueven las agujas de un reloj. En realidad basta fijar como “positivo” uno de los dos
sentidos de giro posibles y exigir que el giro se haga en sentido positivo. Es irrelevante si el
sentido elegido es el antihorario o el horario.
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En particular vemos que, al contrario de lo que sucede con los angulos no
dirigidos, podemos sumar cualquier niimero de angulos dirigidos aunque la suma
de sus amplitudes exceda los 180 o los 360 grados. El resultado es simplemente
la amplitud que resulta de restar el multiplo de 180° adecuado para que el
resultado esté en el rango 0 < a < 180°.

La definicion de suma permite intercalar cualquier recta en un angulo diri-
gido, es decir, que se cumple la igualdad:

lile = lil3 + l3l2,
pues la suma puede calcularse con l5 = 5. Veamos un par de aplicaciones:

Teorema 3.29 Sir y s son perpendiculares ar’ y s', respectivamente, entonces
e — ol o
rs=r's.

DEMOSTRACION: 75 = 11/ + /s’ + s's = /s’ 4+ 90° + 90° = r's’. u
Teorema 3.30 Dos rectas l; y lo son paralelas si y sdlo si existe una recta r
tal que rly =rla, y en tal caso esto se cumple de hecho para toda recta r.

DEMOSTRACION: Es facil razonarlo a partir de las definiciones, pero pode-
mos probarlo formalmente observando que

rly = rly + ol

y este angulo vale ;l\g si y solo si Bl\l = 0, lo cual equivale a que l; y Iy sean
paralelas. L]

Ahora bien, como siempre, el orden es fundamental, pues las rectas de la
figura siguiente cumplen rl; = rly = l3r, pero sé6lo l; y ls son paralelas:

I3

Iy
I3
Otra relacion 1til es la siguiente:
Teorema 3.31 Sily,ls,13,1ly son rectas cualesquiera, se cumple

Iy + I3l = L1y + I3l
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DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que

hlp =hils+las,  Isly =Dl + ola.

Definicién 3.32 Dados puntos A # B # (C, definimos el angulo dirigido
ABC = AB, BC. Notemos que ABC y C'BA son éngulos suplementarios.

Si nombramos los vértices de un tridngulo de modo que al pasar de A a
B y de B a C giramos en sentido antihorario, entonces sus angulos interiores
son W, @, A/C’§, mientras que si los nombramos en sentido horario, los
angulos interiores son @, ZB\C, BCA:

c B
ACB ABC

BAC CBA CAB BCA
A B A C

A la hora de comparar los angulos dirigidos de dos triangulos semejantes
tenemos que distinguir el caso de que la semejanza sea directa o inversa, en el
sentido que ilustra la figura siguiente:

Cl Cll

/I -

A B Al él B-ll A"

Los tres tridngulos son semejantes, pero si recorremos los vértices de ABC
y los homoélogos en AB'C’ en el mismo orden, por ejemplo A — B — C,
A" — B’ — (', en ambos casos giramos en el mismo sentido (antihorario),
mientras que si recorremos A” — B” — (C" el sentido de giro se invierte.
La semejanza directa de tridngulos es equivalente a las igualdades de &dngulos
dirigidos:

BAC = BA'C', CBA=C'B'A', ACB=AC'B,
mientras que la semejanza inversa equivale a
BAC = C"A7B", CBA= ATB'Cv, ACH = BO7AY.

En efecto, en ambos casos, los tres miembros izquierdos corresponden, o bien
a los tres angulos interiores de un triangulo, o bien a los tres angulos exteriores,
y lo mismo vale para el miembro derecho, y no puede ocurrir que los tres angulos
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interiores de un triangulo sean iguales a los tres exteriores de otro, pues entonces
el triAngulo tendria al menos dos angulos rectos u obtusos, lo cual es imposible.
Por lo tanto, si se da cualquiera de los dos grupos de igualdades, los triangulos
tienen sus angulos iguales y son semejantes.

Maés atn, basta con que se den dos de las tres igualdades, pues si los an-
gulos internos de uno de los tridngulos son «, 3,7, no puede ocurrir que las
desigualdades de angulos orientados se traduzcan en que el segundo tridngulo
tiene angulos internos ™ — «, ™ — 3, pues tendria que ser 27 — a — 8 < 7, luego
a+ 3 > 7, y esto es imposible, luego en realidad el segundo triangulo tiene dos
angulos internos iguales a los del primero y los d&ngulos restantes también tienen
que ser iguales.

Es inmediato comprobar que tres puntos distintos A, B, C son colineales si
—_—

y solo si ABC = 0. En cualquier caso, tanto si son colineales como si no lo son,
se cumple que

BAC + CBA+ACB =0,

bien porque los tres sumandos son nulos (si los puntos son colineales), bien
porque los angulos interiores de un tridngulo suman 180° y los exteriores 360°,
luego suman 0 como é&ngulos dirigidos. Pero, como siempre, el orden de las
letras es fundamental.

Otro hecho obvio es que un tridngulo es isésceles con A como angulo desigual
siy solo si ACB = CBA.

Veamos ahora el tratamiento en términos de angulos dirigidos de los casos
que habiamos planteado al inicio de esta secciéon. En la prueba del teorema
siguiente tenemos que distinguir varios casos, pero eso es justo lo que nos per-
mitird sustituir una distincién de casos en otras pruebas por una aplicacién de
este teorema:

Teorema 3.33 Cuatro puntos distintos A, B,C, D estdn sobre una misma cir-
cunferencia o sobre una misma recta si y solo si

ABC = ADC.

D
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DEMOSTRACION: Supongamos que A, B, C' no son colineales y consideremos
la circunferencia que los contiene. Si D esta sobre la misma circunferencia, los
angulos no dirigidos ABC y ADC son iguales o suplementarios segin si abarcan
el mismo arco o bien abarcan arcos opuestos.

Si son iguales, es decir, si B y D estdn en el mismo semiplano respecto
de AC, hay que distinguir dos casos: si A — B — C estan ordenados de modo
que al pasar de A a By de B a C giramos en sentido antihorario (como en la
figura), resulta que los dngulos dirigidos ABC y ADC son suplementarios de los
angulos no dirigidos correspondientes, luego también son iguales, mientras que
si al recorrer A — B — C' giramos en sentido antihorario, los dngulos dirigidos
ABC y ADC coinciden con los no dirigidos y también son iguales.

Si los angulos no dirigidos son suplementarios (como sucede en la figura si
tomamos D’ en lugar de D), y A — B — C se recorren en sentido antihorario,
entonces el dngulo dirigido ABC es el suplementario del no dirigido, mientras
que el angulo dirigido ADC es el mismo que el no dirigido, luego igualmente los
angulos dirigidos coinciden, y analogamente se razona si A — B — C se recorren
en sentido horario.

Reciprocamente, si se da la igualdad de dngulos dirigidos ABC = A/D\C, los
angulos no dirigidos correspondientes tienen que ser iguales o suplementarios,
y en ambos casos se cumple que D esté sobre la circunferencia que contiene a
A B,C.

Falta considerar el caso en que A, B, C son colineales. Entonces ABC = 0,
luego el teorema equivale a que D esta sobre la recta AC si y solo si ADC = 0,
lo cual es obviamente cierto. [

El teorema anterior admite una generalizacién parcial si, fijada una circunfe-
rencia y dos puntos distintos A, C sobre ella, convenimos en que AA representa
la tangente a la circunferencia que pasa por A, con lo que AAC = AﬂC’.

Teorema 3.34 Si A, B,C, D son puntos situados sobre una circunferencia con
A #£ C, la igualdad ABC = ADC se da incluso si B y D coinciden con A o C.

DEMOSTRACION: Si se da una tnica coincidencia, podemos suponer que es
A = D (las demés se reducen a ésta intercambiando los nombres de los puntos
y el orden de los angulos).

C A > A

Entonces la situacion es la de la figura de la izquierda. Hay que probar que
AB,BC = AA, AC. El angulo dirigido AA, AC es igual a un angulo semiins-
crito no dirigido que abarca un arco limitado por A y C. Puede ser igual o
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suplementario del angulo no dirigido ABC. Si B est4 en el arco abarcado, en-
tonces los angulos no dirigidos son suplementarios, pero el angulo dirigido ABC
es el suplementario del 4ngulo no dirigido correspondiente, por lo que los angu-
los dirigidos son iguales. Similarmente, si B esta en el arco opuesto, entonces
los angulos no dirigidos son iguales, y el angulo dirigido ABC es el mismo que
el no dirigido.

Si se dan dos coincidencias, no perdemos generalidad si nos restringimos al
caso AAC = ACC , que es el que ilustra la figura de la derecha, y es facil concluir
que también se da la igualdad requerida. L]

Nota Se cumple un reciproco parcial del teorema anterior: si sabemos que A

y B son dos puntos distintos en una circunferencia y que ABC = 14\07 para
cierto punto C' distinto de A y B, entonces C' esta en la circunferencia.

Larazon es que si C’ es el el otro punto en el que AC corta a la circunferencia
(de la hipotesis se sigue que AC # AA) se cumple que ABC" = AAC" = m,
luego por hipétesis ABC = ABC' (en la figura, @ = o), lo cual s6lo puede
suceder si BC = BC’, pues un angulo esta contenido en el otro, luego C = C’.

| |

Por ultimo, observemos que, fijados dos puntos A y B, el lugar geométrico
de los puntos P distintos de A y B tales que el angulo APB toma un valor fijo
es un arco de circunferencia con extremos A y B (salvo que el valor sea 90°,

en cuyo caso es una circunferencia completa, o que sea 0, en cuyo caso es la
recta AB).

A® ~__ —B

En cualquier caso, si tomamos tres puntos no colineales A, B, C', vemos que
los angulos APB y BPC' determinan completamente todo P distinto de A, B, C'.
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Por simetria podemos considerar los tres angulos @, @7 @, si bien son
redundantes, pues claramente

APB + BPC + CPA = 0.

En general, dar estos tres angulos no es la forma mas eficiente de determinar
un punto P, pues no todas las combinaciones de angulos son posibles (aunque
respeten la ultima ecuacion), pero veremos que en algunos casos existen expre-
siones sencillas para los dngulos que determinan ciertos puntos, y entonces es
posible sacarles partido.






Capitulo IV
Triangulos

Ya hemos estudiado los hechos fundamentales de la geometria del triangulo,
desde los teoremas de Tales y Pitagoras hasta la trigonometria basica. En este
capitulo vamos a profundizar més en ella.

4.1 Puntos notables de un tridngulo

El circuncentro Que dos rectas se corten en un punto no es ‘“noticia’, pero
que una tercera recta pase justamente por el mismo punto de corte ya es algo
que normalmente reclama una explicacion. Es lo que sucede con las mediatrices
de los lados de un tridngulo. Si el lector experimenta, vera que las tres se cortan
siempre en un mismo punto, y no es evidente que esto tenga que ser siempre
asi. En realidad si que es inmediato teniendo en cuenta la teoria que hemos
expuesto hasta este momento, pues en virtud del teorema 1.32 sabemos que el
circuncentro del tridngulo, es decir, el centro de la circunferencia circunscrita
tiene que estar en las tres mediatrices:

Recordemos que, segin el teorema 3.5, el circunradio R del tridngulo, es
decir, el radio de la circunferencia circunscrita, puede calcularse a partir del
area S del triangulo como

abc
R=—.
45

141
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El incentro El lector puede comprobar que las bisectrices de los angulos de
un tridngulo también se cortan siempre en un mismo punto. La explicacién la
proporciona ahora el teorema 1.34 en lugar de 3.5: si [ es el punto en el que se
cortan las bisectrices de los dngulos A y B, por dicho teorema sabemos que I
estd a la misma distancia r de by ¢, y también a la misma distancia (que tiene
que ser r también) de a y ¢, luego esté a la misma distancia r de a y b, luego I
también esta en la bisectriz de C:

C

o
oV

A C B

Esto significa que I esta a la misma distancia r de los pies de las perpendi-
culares a los tres lados que pasan por I, luego la circunferencia de centro I y
radio 7 es tangente a los tres lados (véase la observacion tras el teorema 1.39).
Por ello recibe el nombre de circunferencia inscrita en el triangulo, el punto I
se llama wncentro del tridngulo y el radio r se llama inradio.

Al igual que sucede con el circunradio, es facil expresar el inradio de un
triangulo en términos de su area y de las longitudes de sus lados. Para ello
basta observar la figura siguiente, en la que vemos que el tridngulo se divide en
tres tridngulos de altura r y bases a, b, ¢, por lo que su area es

1
S = 5r(a—+—b—|—c) =rs,
donde s = (a + b+ ¢)/2 es el semiperimetro.

C

A¢ —< J:

Teorema 4.1 FEl incentro de un tridngulo coincide con el circuncentro si y sdlo

st el tridngulo es equildtero. C
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DEMOSTRACION: El triangulo AOB es isosceles, pero si I = O, entonces
OA es la bisectriz del angulo A, e igualmente OB es la bisectriz de B, luego
A = B. Igualmente podemos concluir que B = C', por lo que el tridngulo es
equilatero. -

Euler encontroé esta formula para la distancia del incentro al circuncentro de
un triangulo:

Teorema 4.2 (Euler) Si R es el cincunradio y r el inradio de un tridngulo,
la distancia del circuncentro al incentro viene dada por d = \/R(R —2r). En
particular, R > 2r.

DEMOSTRACION: Sea D el pie la perpendicular a AB por el incentro I, de
modo que ID = r. Llamamos L al punto distinto de A donde la bisectriz Al
corta a la circunferencia circunscrita y M al punto diametralmente opuesto. Asi
los tridngulos ADI y M BL son semejantes, pues tienen ambos un édngulo recto
y ademéas IAD = LM B porque ambos abarcan el mismo arco. Por lo tanto

D 4l
BL ML
Equivalentemente, AI - BL = 2Rr.

Por otra parte, el arco de extremos L y B abarcado por TAD mide /1, al
igual que el arco de extremos C'y L, pues la bisectriz ﬂ divide al arco abarcado
por A en dos arcos iguales. Por lo tanto CBL = A2y IBL = AJ2+ B)2.

Similarmente, el dngulo BIL abarca un arco A y su opuesto por el vértice
abarca un arco B, luego por 1.43 BIL = 121/2 + B/Z, y asi BIL = @, por lo
que el triénguli@ es isésceles y BL = IL.

Asi pues, Al - IL = 2Rr. Si O es el circuncentro y llamamos Py @Q a los

puntos donde la recta OI corta a la circunferencia circunscrita, por 3.8 tenemos
que PI-QI = Al - IL = 2Rr, que es lo mismo que

R? —d*>=(R+d)(R—d)=2Rr,

de donde se sigue la férmula del enunciado. m
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Observemos que la igualdad R = 2r equivale a que I = O, es decir, a que el
tridngulo sea equilatero.

En general, los puntos donde las bisectrices de un tridngulo cortan al lado
opuesto no coinciden con los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita
(que son los pies de las perpendiculares a los lados que pasan por el incentro).
Podemos encontrar propiedades sencillas que determinan unos y otros. Respecto
de los puntos de corte de las bisectrices tenemos lo siguiente:

Teorema 4.3 Una bisectriz de un tridngulo divide al lado opuesto en segmentos
proporcionales a los lados adyacentes.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema de los senos:

CD b DB c

sena  senlD’ sena  senD’

A °B
donde hemos usado que los dos angulos D correspondientes a los triangulos
ADC y ADB son suplementarios, luego tienen el mismo seno. Por lo tanto

D b

DB ¢ .
Nota: Bisectrices exteriores Conviene observar que el teorema anterior
vale igualmente para las bisectrices de los angulos exteriores de un tridngulo, es
decir, los angulos adyacentes a sus angulos (interiores). En la figura vemos la
bisectriz exterior del &ngulo 421, que corta a la prolongacién del lado opuesto CB
en un punto D, y —en el supuesto de que exista el punto de corte D— sigue
siendo cierto que
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—_—
En efecto, Observemos que el angulo DAB es suplementario a «, luego su
seno coincide con el de «a, y asf,

cCD b DB ¢
sena  senD’  sena  genD’
exactamente igual que en la prueba del teorema anterior. [

Respecto a los puntos de tangencia, si llamamos z, y, z a las longitudes que
muestra la figura siguiente:

tenemos que a =y+z,b=xz+z,c=x+y,luegox+y+z=(a+b+c)/2 =s,
y asi
r=s—a, y=s—0b, z=s—c n

Los excentros En la figura siguiente hemos representado las bisectrices ex-
teriores de un tridngulo, es decir, las bisectrices de sus angulos exteriores, las
cuales claramente son las rectas perpendiculares a sus bisectrices interiores.
Consideremos el punto I, donde se cortan las bisectrices exteriores de B y C
(notemos que tienen que cortarse, pues si fueran paralelas también lo serian sus
perpendiculares, las bisectrices interiores de B y C’, que no lo son).

Asi, el punto I, esta a la misma distancia de las prolongaciones de los lados b
y a, por una parte, y también a la misma distancia r, de las prolongaciones de
los lados a y ¢, luego estd a la misma distancia de las prolongaciones de b
y ¢, lo cual se traduce en que la bisectriz interior de A también pasa por I,.
Por consiguiente, la circunferencia de centro I, y radio r, es tangente a las
prolongaciones de los tres lados. Lo mismo se aplica a los I e I..
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Los puntos I, I, I. se llaman excentros del tridngulo dado, los ntimeros
Ta, Tp, e S llaman exradios y las circunferencias de centro en cada excentro y
el exradio correspondiente se llaman circunferencias excritas al tridngulo. Las
circunferencias excritas y la circunferencia inscrita se llaman circunferencias
tritangentes al triangulo.

Es facil calcular los nueve puntos de tangencia. Por ejemplo, BX, = BZ; y
BX,+BZ, = BC+CX,+ BA+ AZ,
BCH+CY,+BA+AY, =a+b+c=2s,
luego BX, = BZ, = s. Por otro lado,
CY,=CX,=BXy—a=s—a.

Pero en el apartado anterior hemos visto que s — a es también la distancia de
A al punto de tangencia de la circunferencia inscrita en AC, luego:

Teorema 4.4 Los puntos de tangencia en un lado de un tridngulo con la cir-
cunferencia inscrita y la circunferencia excrita correspondiente son simétricos
respecto del punto medio del lado.

El ortocentro Vamos a probar ahora que las alturas de un tridngulo también
son concurrentes.

En efecto, dado un tridngulo ABC, basta trazar paralelas a cada lado por
el vértice opuesto, con lo que se forma otro triangulo A’B’C".

B' i , A

Teniendo en cuenta las relaciones de paralelismo, es claro que A’B’'C’ esta
formado por ABC'y otros tres triangulos iguales, lo que a su vez implica que

las prolongaciones de las alturas de ABC son las mediatrices de A’B’C’, luego
ya sabemos que se cortan en un punto H, que se conoce como ortocentro del

triangulo dado, y que, segtin acabamos de ver, es el circuncentro de A’B’C’.
En un tridngulo que no sea rectangulo, los pies de las alturas son tres puntos

no alineados que determinan un nuevo triangulo, que se conoce como tridngulo
drtico del tridngulo dado.

Basta observar la figura del apartado anterior para convencerse de que todo
tridngulo es el triangulo ortico del triangulo formado por sus excentros.

Teorema 4.5 FEl ortocentro y los vértices de un tridngulo no rectangulo coin-
ciden con el incentro y los excentros de su tridngulo ortico.
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Es importante entender correctamente el enunciado: en un triangulo acu-
tangulo el ortocentro es el incentro del tridngulo 6rtico, y los vértices son los
excentros, pero si el tridngulo es obtusangulo es el angulo obtuso el que hace
de incentro del tridngulo ortico, y el ortocentro y los otros dos vértices son los
excentros.

C C

A BS  H

Veamos un primer ejemplo de cémo el uso de angulos dirigidos nos permite
tratar ambos casos simultdneamente.

DEMOSTRACION: Consideramos un triangulo no rectangulo, como el que
muestra la figura, en la que hemos representado el ortocentro H y el tridngulo
ortico.

Trivialmente tenemos que 1@ =7/2= m, luego el teorema 3.33 nos
da que los cuatro puntos A, B, P,, P, estan sobre una circunferencia (la que
tiene a AB por didmetro). Similarmente, m =7/2= 1@, luego también
se cumple que A, H, Py, P, estan sobre una misma circunferencia (la que tiene a
AH por didmetro). Ahora aplicamos 3.33 reordenando los puntos:

HP.P, = HAP, = HAC = P, AP, = P, BP, = CBH.

Pero igual que hemos llegado a f@b = HAC , podemos llegar a la igualdad
Jm = F/E’ , v asi concluimos que Iﬁ)}b = @ , pero esto se interpreta
como que la altura H P, = C'P, y su perpendicular AB son las bisectrices interior
y exterior (sin especificar cual es cuél) del angulo P, del triangulo ortico.
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Ahora, considerando las figuras previas a la demostraciéon, en el caso de
un tridngulo acutédngulo es facil convencerse de que H queda en el interior
del triangulo o6rtico, por lo que las tres alturas tienen que ser sus bisectrices
interiores, mientras que en un tridngulo con el d4ngulo A obtuso, los lados AB
y AC tienen que ser bisectrices interiores, luego A es el incentro y el lado BC
es una bisectriz exterior, de donde a su vez se sigue que H, B, C tienen que ser
los excentros. L]

El tridngulo 6rtico es la solucién a un problema planteado en 1775 por el ma-
temaético italiano Giovanni Fagnano. El lo resolvié analiticamente, pero existen
pruebas geométricas sencillas, como la que vamos a ver:

Teorema 4.6 De entre todos los tridngulos que pueden formarse con un punto
en cada lado de un tridngulo acutdngulo dado, el que tiene menor perimetro es
el tridngulo ortico.

DEMOSTRACION: Fijado un tridngulo acutangulo arbitrario, tomemos pun-
tos X,Y, Z arbitrarios en sus lados. Llamamos X’ y X" a los puntos simétricos
de X respecto de las rectas BC'y AC, respectivamente.

C

A X B

Los triangulos XC X’ y XCX" son isosceles, por lo que X'CX" =20 < T,
porque el tridngulo es acutangulo. Esto se traduce en que las semirrectas C

y CA estan dentro del angulo convexo C, luego el segmento X X' las corta en
dos puntos Y’ y Z’, respectivamente. Por otro lado, del hecho de que A y B
sean agudos se sigue que X’ y X" estan en el mismo semiplano que C respecto
de AB, y esto implica que Y’ , Z' estan, de hecho, en los lados del tridngulo
dado. .

Ahora observamos que el perimetro de XY Z es la longitud de la poligonal
X"ZY X', luego, fijado el punto X, los valores para Y, Z que minimizan el
perimetro son los que hacen que la poligonal coincida con el segmento X’X",
es decir, Y’, Z'. Por lo tanto, s6lo tenemos que determinar qué valor de X hace
minima la longitud de X' X".

Para ello observamos que los triangulos Xcx' y XCX" son isosceles, por
lo que X'CX" = 2C. Por lo tanto el triangulo X'CX" es isosceles y su angulo
desigual es 20 independientemente de la eleccion de X, por lo que todos los
triAngulos correspondientes a distintas elecciones son similares, y X’ X" seré
minimo cuando sean minimos los lados iguales, que coinciden con C'X, pero
este segmento es minimo cuando X es el pie de la altura del tridgngulo dado que
pasa por C. Como esto vale para los tres puntos, el triAngulo que minimiza el
perimetro es el tridngulo ortico. L]
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Nota Es facil ver que si el triangulo es rectangulo u obtusangulo el problema
de Fagnano no tiene solucion, pues se pueden formar tridngulos de perimetro
tan pequenio como se desee por encima del doble de la longitud de la altura del
angulo recto u obtuso. m

El baricentro Ahora probaremos que las medianas de un triangulo (es de-
cir, los segmentos que unen cada vértice con el punto medio del lado opuesto)
también se cortan en un punto.

Teorema 4.7 Las medianas de un tridngulo se cortan en un punto y cada una
de ellas divide a cualquier otra en dos segmentos de longitudes 1/3 y 2/3 del
total.

DEMOSTRACION: Sea G el punto en el que se cortan dos medianas, por
ejemplo, las correspondientes a los vértices B y C. Trazamos la recta AG, que
cortaréa al lado BC en un punto P y en H a la paralela a GB que pasa por C.

Los tridngulos AHC y AGAMIj estan en posicion de tales, luego G es el punto
medio de AH. A su vez, como AHB y AGAMC tienen dos lados proporcionales
que forman el mismo angulo, tienen que estar en posiciéon de Tales, luego BH
es paralelo a CG. Por lo tanto, BHCG es un paralelogramo, y las diagonales
de un paralelogramo se cortan en su punto medio (teorema 1.30), luego P es el
punto medio de CB, lo que prueba que AP es la tercera mediana del triangulo.

Ademaés, hemos obtenido que AG = GH = 2GP, luego, en efecto, los dos
segmentos en que C'M,. divide a la mediana AP miden 2/3 y 1/3 del total. =

El punto de interseccion de las medianas de un tridngulo se llama baricentro
(gr.“centro de gravedad”) porque puede probarse que es el centro de gravedad
del tridngulo, es decir, el punto sobre el cual se mantendria en equilibrio si lo
dejaramos descansar sobre la punta de un alfiler.

No vamos a demostrar este hecho, pero notemos que, admitiendo que un
tridngulo tiene que tener un centro de gravedad, éste tiene que ser el baricentro
que hemos definido, pues cada mediana divide al tridngulo en dos tridangulos de
la misma area (tienen la misma base y la misma altura) luego el segmento que
une el centro de gravedad con un vértice tiene que ser la mediana, ya que de
lo contrario un lado pesaria méas que el otro y el triAngulo no se mantendria en
equilibrio.

El triAngulo medial Se llama tridngulo medial de un triangulo dado ABC al
tridngulo que tiene por vértices los puntos medios de los lados. El teorema 4.7
implica que la homotecia de centro en el baricentro del tridngulo y razén —2
transforma el triangulo medial en el triangulo dado.
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En particular, el baricentro de un triangulo coincide con el de su tridngulo
medial (pues es facil ver que una homotecia entre dos triangulos conserva el
baricentro, al igual que todos los otros puntos notables que hemos definido).

Por otra parte, el circuncentro O de un tridngulo es el ortocentro de su
tridngulo medial, pues, por ejemplo, My M, es paralela a BC', luego la mediatriz
OM, de BC es perpendicular a M, M., luego es la altura del tridgngulo medial
correspondiente al vértice M, y concluimos que O es la intersecciéon de dichas
alturas. Con esto tenemos practicamente demostrado el teorema 4.8 siguiente.

La recta de Euler Observemos que si el circuncentro de un tridngulo coincide
con su baricentro, es que el tridngulo es equildtero, y en tal caso ambos puntos
coinciden con el ortocentro. En efecto, tenemos que las medianas coinciden con
las mediatrices, por lo que cada vértice estd en la mediatriz del lado opuesto,
luego equidista de los otros dos vértices, luego los dos lados a los que pertenece
tienen la misma longitud. Como esto vale para todos los lados, el triangulo es
equilatero.

Para tridngulos no equilateros tenemos el teorema siguiente:

Teorema 4.8 (Euler) En un triangulo no equildtero, el circuncentro O el ba-

ricentro G y el ortocentro H son colineales. Mds ain, G estd entre los otros dos
y GH = 2GO.
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DEMOSTRACION: Segtn las observaciones precedentes sobre el tridngulo me-
dial, éste se transforma en el tridngulo de partida mediante la homotecia de
centro G y razéon —2, luego el circuncentro O, que, segin hemos razonado en el
apartado anterior, es el ortocentro del tridangulo medial, se transforma mediante
dicha homotecia en el ortocentro H del tridngulo dado, y esto vuelve inmediata
la conclusién. m

Nota De la demostracion se sigue también que CH = 2 OM,, es decir, que la
distancia de un vértice al ortocentro es el doble de la distancia del punto medio
del lado opuesto al circuncentro. L]

La recta que pasa por el circuncentro, el baricentro y el ortocentro se llama
recta de Fuler del triAngulo. En general no contiene al incentro, pero la demos-
tracion tendra que esperar hasta el capitulo siguiente (teorema 5.41).

4.2 La circunferencia de los nueve puntos

Probamos ahora uno de los resultados méas famosos de la geometria del trian-
gulo de entre los que no fueron descubiertos por los antiguos griegos:

Teorema 4.9 Dado un tridngulo arbitrario, los nueve puntos siguientes estdn
sobre una misma circunferencia:

e Los puntos medios de los lados My, My, M.,
e Los pies de las alturas P,, Py, P.,

e Los puntos medios de los segmentos que unen el ortocentro H con cada
uno de los vértices. C

DEMOSTRACION: El segmento MM, es claramente paralelo a BC, porque
une los puntos medios de dos lados de @, e igualmente HyH, es paralelo a
BC porque une los puntos medios de dos lados del triangulo ABC

Similarmente, M.H, es paralelo a HA, porque une los puntos medios de dos

—_—
lados de CH A, e igualmente sucede con MyH,.. Por lo tanto, M,, M., H., H,
son los vértices de un rectangulo, luego los cuatro puntos estan sobre una misma
circunferencia cuyo centro es la interseccion de sus diagonales.
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Pero el mismo razonamiento se aplica a M,, M., H,, H., y ambos rectangulos
tienen en comun la diagonal M H., luego ésta es un didmetro comun de las dos
circunferencias, pero esto implica que las dos son la misma, luego los seis puntos
estan sobre la miina\circunferencia.

Por dltimo, M. P, H,. es un angulo recto y la diagonal M_.H, es un didmetro
de la circunferencia, luego P, también esta en ella, e igualmente se razona con
P, y P. (teniendo en cuenta que las cuatro diagonales de los dos rectangulos
son diametros de la misma circunferencia). "

La circunferencia dada por el teorema anterior se conoce como circunferencia
de los nueve puntos del triangulo dado.

Observemos que en un triangulo isosceles coinciden dos de los nueve pun-
tos, en un triangulo equilatero se reducen a seis, en un triangulo rectangulo se
reducen a cinco y, si ademas es isésceles, a cuatro:

C
M
C M
Hy,
P
Ha H Hc
P
M
Py b

Sucede que el centro N de la circunferencia de los nueve puntos esta sobre
la recta de Euler:

Teorema 4.10 FEl centro N de la circunferencia de los nueve puntos es el punto
medio del segmento que une el ortocentro con el circuncentro, y su radio es la
mitad del circunradio.



4.2. La circunferencia de los nueve puntos 153

DEMOSTRACION: Si el tridngulo es equilatero es facil ver que H = O = N.
En caso contrario sabemos que H # O. En la prueba del teorema 4.9 hemos
visto que los segmentos H,M,, Hy My vy H.M,. son didmetros de la circunferencia
de los nueve puntos, luego no pueden estar sobre la misma recta, y al menos una
de estas rectas tiene que cortar a la recta OH en un punto N. Pongamos, por
ejemplo que se trata de H,M,. Vamos a probar que N es el punto medio tanto de
H,M, como de OM, con lo que sera precisamente el centro de la circunferencia
de los nueve puntos, y la primera parte del teorema quedara demostrada.

Tenemos que O M, es la mediatriz del lado BC, luego es perpendicular a BC,
al igual que HH,, que es la altura del lado BC. Por lo tanto OM, es paralela
a HH,, y esto hace que los tridngulos NM,O y N H,H sean semejantes.

Pero AH = 20M, (véase la nota tras el teorema 4.8), y HH, = %m,

luego HH, = OM,, por lo que los tridngulos NM,O y NH,H son iguales.
Esto prueba que NH = NO y que H,N = NM,, como teniamos que probar.
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Finalmente, basta considerar el tridngulo TAO. El segmento H, N une los
puntos medios de dos de sus lados, luego fﬁ\f es un tridngulo semejante vy,
como HO = 2 HN, también AO = 2 H,N, pero el primer segmento es un radio
de la circunferencia circunscrita y el segundo de la circunferencia de los nueve
puntos. u

Por lo tanto:

Teorema 4.11 La circunferencia de los nueve puntos es homotética a la cir-
cunferencia circunscrita respecto de la homotecia con centro en el ortocentro H
y razon 1/2.

DEMOSTRACION: Es obvio que la imagen de la circunferencia circunscrita
por la homotecia indicada es la circunferencia que tiene su centro en el punto
medio de HO (es decir, en N) y radio igual a la mitad del circunradio luego por
el teorema anterior se trata de la circunferencia de los nueve puntos. ]

Equivalentemente:
Teorema 4.12 La circunferencia de los nueve puntos estd formada por los pun-

tos medios de todos los segmentos que unen el ortocentro H con un punto de la
circunferencia circunscrita.

Veamos algunas aplicaciones, para lo cual necesitamos el hecho siguiente:

Teorema 4.13 Si H,, Hy, H, son los puntos donde las alturas de un tridngulo
no rectdngulo cortan a la circunferencia circunscrita, entonces los vértices del
triangulo son los puntos medios de los tres arcos determinados por ellos.

DEMOSTRACION: Como 1@ = 1ﬁ)b\B = 7/2, los cuatro puntos A, B, P,, P,
estan sobre una circunferencia, luego P, AP, = P,BP,, luego

H,C' =2P,AP, = 2P, BP, = C'H,,

y esto significa que C' es el punto medio del arco de extremos H,, H, que lo
contiene.
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En las condiciones del teore"r'r'iéfénterior7 como P, y P, son (por 4.12) los
puntos medios de los segmentos HH, yv HHy, es decir, como H, y Hj son los
puntos homotéticos de P, y P, respecto de la homotecia de centro H y razon 2,
la recta H,H} es homotética a P, Py, luego ambas son paralelas.

De aqui deducimos a su vez:

Teorema 4.14 Los radios de la circunferencia circunscrita de un tridngulo no
rectdngulo que pasan por los vértices son perpendiculares a los lados correspon-
dientes del tridangulo drtico.

DEMOSTRACION: En las condiciones del teorema anterior, como C es el
punto medio del arco de extremos H, y Hy, es claro que el radio OC es perpen-
dicular a la cuerda H,Hj, y ésta es paralela al lado P, P, del tridngulo 6rtico.

n

El triangulo tangencial Si un tridngulo no es rectangulo, las rectas tangen-
tes a su circunferencia circunscrita en los vértices del tridngulo forman un nuevo
tridngulo llamado tridngulo tangencial. Si el tridngulo es rectangulo dos de las
tangentes son paralelas, por lo que no determinan ningin tridngulo. Si es acu-
tangulo la circunferencia circunscrita es la circunferencia inscrita del triangulo
tangencial, mientras que si es obtusangulo es una de sus circunferencias excritas:
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Teorema 4.15 Los lados del tridngulo tangencial de un tridngulo no rectdngulo
son paralelos a los lados correspondientes del tridngulo drtico. En particular,

ambos son semejantes.

TA

B TC
A

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que los radios de la circunferencia
circunscrita que pasan por los vértices del tridAngulo son perpendiculares a los
lados de ambos triangulos. L]

Sistemas ortocéntricos Un sistema ortocéntrico es el conjunto de los cuatro
vértices A, B, C de un triangulo no rectangulo y su ortocentro H.

El interés de esta definicion radica en que los cuatro puntos estan en realidad
en las mismas condiciones, es decir, que cualquiera de los cuatro puntos es el
ortocentro del tridngulo formado por los otros tres. Por ejemplo, si consideramos
el triangulo fﬁ', tenemos que la altura por C es la perpendicular a BH que
pasa por C, pero ésta es C'A, e igualmente la altura por B es AB, luego el
ortocentro es A.

Mas atn, el pie de la altura de HBC por C' es By, que es el pie de la altura
de ABC por B. Similarmente, el pie de la altura de HBC por B es el pie de
la altura de ABC por C, y el pie de la altura de HBC por A es el pie A; de la
altura de ABC por A. Por lo tanto:
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Teorema 4.16 Los cuatro tridngulos que se forman con tres puntos cuales-
quiera de un sistema ortocéntrico tienen el mismo tridngulo drtico.

Antes de extraer més consecuencias observemos que hay otro ejemplo sencillo
de sistemas ortocéntricos:

Teorema 4.17 El incentro y los excentros de un tridngulo forman un sistema
ortocéntrico.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que, como las bisectrices exteriores
son perpendiculares a las interiores, éstas son las alturas del triangulo ﬁ
(véase la figura del apartado sobre los excentros en la pagina 145), luego el in-
centro I es el ortocentro del tridngulo formado por los excentros. Mas atn, los
pies de las alturas de este triangulo son precisamente A, B, C, luego la circunfe-
rencia circunscrita de ﬁ es la circunferencia de los nueve puntos de ﬁ;.

n

El teorema siguiente es una consecuencia trivial del teorema 4.16 de la que
extraeremos a su vez mas consecuenicas:

Teorema 4.18 Los cuatro tridngulos formados con tres puntos de un sistema
ortocéntrico tienen la misma circunferencia de los nueve puntos.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que, por definicién, la circunferencia
de los nueve puntos es la circunferencia circunscrita al tridngulo 6rtico. =

El teorema 4.10 nos da entonces:

Teorema 4.19 Los cuatro tridngulos determinados por un sistema ortocéntrico
tienen el mismo circunradio.

Mas aun:

Teorema 4.20 Los circuncentros de los cuatro tridngulos formados por un sis-
tema ortocéntrico forman también un sistema ortocéntrico.

~

AY

- - AN
- ~

/7
7/
< ~ \
,’,\C N \
l/
I

N7




158 Capitulo 4. 'Triangulos

DEMOSTRACION: Sabemos que los cuatro tridngulos tienen una misma cir-
cunferencia de los nueve puntos con un mismo centro N. Si O es el circuncentro
de uno de ellos, por 4.10 sabemos que N es el punto medio entre O y el cuarto
punto del sistema (el que no es un vértice del tridngulo considerado). En otras
palabras, los cuatro ortocentros son los cuatro puntos simétricos de los cuatro
vértices respecto de N o, dicho de otro modo, los puntos en que se transforman
los cuatro puntos del sistema dado al aplicarles un giro de 180° alrededor de N:

Es claro entonces que también forman un sistema ortocéntrico. Mas aun,
puesto que un giro alrededor de N deja fija a la circunferencia de los nueve
puntos, el sistema de los circuncentros tiene la misma circunferencia de los
nueve puntos que el sistema dado. L]

En particular vemos que cualquier sistema ortocéntrico esté formado por los
circuncentros de otro sistema ortocéntrico, concretamente, del formado por sus
circuncentros, pues uno se obtiene a partir del otro mediante un giro de 180°
alrededor del centro comun N de la circunferencia de los nueve puntos.

Teorema 4.21 Los baricentros de los cuatro tridngulos determinados por un
sistema ortocéntrico forman otro sistema ortocéntrico.

DEMOSTRACION: Combinando los teoremas 4.8 y 4.10, es decir, teniendo en
cuenta que los puntos H — N — G — O estéan alineados de modo que HN = NO
y HG = 2GO, se concluye inmediatamente que HN = 3NG. Esto se traduce
en que los cuatro baricentros son los homotéticos del sistema ortocéntrico res-
pecto de la homotecia de centro N y razén —1/3, luego también son un sistema
ortocéntrico.

4.3 Simedianas

Definicion 4.22 Las simedianas de un tridngulo son las rectas simétricas a las
medianas respecto de las bisectrices.

El concepto de “simediana” puede parecer artificioso, pero en realidad es
muy natural. Por ejemplo, aqui tenemos una caracterizacién métrica sencilla de
los puntos de una simediana:
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Teorema 4.23 Un punto P estd en la simediana del vértice A de un tridngulo
ABC si y sdlo si las distancias de P a las rectas AB y AC' son proporcionales
a las longitudes de los lados correspondientes, es decir, si, con la notacion de la
figura, se cumple que

A ¢ B

DEMOSTRACION: Si P esta en la simediana, consideramos los segmentos
simétricos a PQ, PR, que seran perpendiculares a los lados del triangulo, luego

luego z/y = s/r. Por otra parte, los tridngulos AM B y AMC tienen la misma
area, pues tienen bases iguales BM = MC' y las alturas correspondientes tam-
bién son las mismas. Pero si calculamos las areas con las bases b y ¢, vemos
que

1_(AMB)_cs
~(AMC) b

Por lo tanto,
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Reciprocamente, si se cumple esta relacién, el mismo razonamiento con areas
nos da que z/y = s/r. Si llamamos P’ al punto situado sobre la mediana AM
que esta a una distancia x de AB, entonces
x AP QP
S

- AM ro
luego Q' P’ = y, y esto implica que el simétrico de P’ respecto de la bisectriz es
P, luego P esté en la simediana. L]

En particular, si aplicamos esto al punto A’ en que la simediana corta al
lado opuesto BC', tenemos que las simedianas cumplen un resultado analogo a
lo que el teorema 4.3 afirma sobre las bisectrices:

Teorema 4.24 Cada simediana de un tridngulo divide al lado opuesto en seg-
mentos proporcionales a los cuadrados de los lados contiguos, es decir, si A’ es
la interseccion entre BC' y la simediana de A, se cumple que

A c B

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior sabemos que z/y = b/c. Ahora
basta considerar areas:

BA”  (AA'B) ¢y

AC  (AAC)  bx b n
Pero la consecuencia més interesante de 4.23 es que, como cabria esperar a
la vista de otros casos similares:

Teorema 4.25 Las simedianas de un tridngulo se cortan en un mismo punto.
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DEMOSTRACION: Sea K el punto donde se cortan dos simedianas, por ejem-
plo, las de Ay B.

C

Por el teorema 4.23 sabemos que

c

) b

Yy b
z

w8
ole

luego

z_ofc_a
y blc b’
y de nuevo por 4.23 concluimos que K esta también en la simediana de C. =

El punto K dado por el teorema anterior se llama punto simediano del trian-
gulo.

El teorema siguiente muestra una situacion en la que las simedianas aparecen
de forma natural:

Teorema 4.26 La recta que une cada vértice de un triangulo no rectdngulo con

el vértice correspondiente de su tridngulo tangencial es la simediana correspon-
diente a dicho vértice.

Ta
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DEMOSTRACION: Trazamos la circunferencia de centro T4 que pasa por B
y C. Notemos que la recta AB no puede ser tangente a ella, pues eso signi-
ficaria que la tangente T4 B es perpendicular a AB, luego AB pasaria por el
circuncentro y el tridngulo seria rectangulo. Sea, pues, X el otro punto donde
AB corta a Ty B.

Vamos a considerar angulos dirigidos, y asi no necesitamos distinguir los
casos en los que el tridngulo es acutangulo u obtusangulo. Por el teorema 3.34,
tenemos que

ACB = ABB = XBTx = TaXB = TA X A,
donde en la peniltima igualdad hemos usado que el tridngulo m es isbsceles.
Asi e
XAC +T4XA=BAC+ ACB # 0,

pues la suma de dos angulos de un tridngulo no puede ser 0. Esto se traduce en
que las rectas AC'y T4 X no son paralelas, luego se cortan en un punto Y, con
lo que se forma un triangulo AXY con dos angulos en comin con ﬁ, luego
el tercer angulo tiene que ser AYX = CBA.

Vamos a probar que YL: TyX. SiY = C es trivial y, en caso contrario,

basta ver que el triangulo T4 CY es isosceles, pues entonces YTy = CTy =Ty X.
Ahora bien, de nuevo por 3.34:

CYTp=AYX = CBA=CCA=TyCA=TsCY

)

luego el tridngulo tiene dos angulos iguales.

Ahora la conclusion es sencilla: tenemos que AT4 es una mediatriz del tridn-
gulo ﬁ’, luego si aplicamos a este tridngulo la simetria respecto a la bisectriz
de A, obtendremos otro tridngulo que no sélo serd semejante a ﬁﬁﬂ sino que
estaréd en posicion de Tales y la recta AM simétrica de AT4 seré su mediatriz,
pero es facil ver que dos tridngulos en posicién de Tales comparten la mediatriz
respecto del vértice comin, y esto prueba que AT4 es la simediana de ABC
correspondiente al vértice A. L]
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El punto de Gergonne El tridngulo cuyos vértices son los puntos de tangen-
cia de la circunferencia inscrita de un triangulo se llama tridngulo de Gergonne
del tridngulo dado. El teorema siguiente lo tenemos practicamente demostrado:

Teorema 4.27 Las rectas que unen los vértices de un tridngulo con los vértices
correspondientes de su tridngulo de Gergonne pasan por un mismo punto.

DEMOSTRACION: Claramente, el triAngulo dado es el tridangulo tangencial de
su tridangulo de Gergonne, luego las rectas que unen cada vértice del tridngulo
con el vértice correspondiente del tridngulo de Gergonne pasan por el punto
simediano del triangulo de Gergonne. n

El punto de interseccion de las rectas que unen cada vértice de un triangulo
con el punto de tangencia de la circunferencia inscrita en el lado opuesto se
llama punto de Gergonne del triangulo, y acabamos de probar que coincide con
el punto simediano del triangulo de Gergonne.

4.4 El teorema de Miquel

La primera demostracion del teorema siguiente fue publicada por Auguste
Miquel en 1838:

Teorema 4.28 (Miquel) Sea ABC un tridngulo y sean P,, P,, P. puntos si-
tuados sobre las rectas BC', AC' y AB, respectivamente, distintos de los vértices
del tridngulo. Entonces, las tres circunferencias que pasan por los un vértice y
por los dos puntos elegidos en los lados contiguos pasan por un mismo punto P.

Nota El resultado es valido igualmente si admitimos que los puntos P,, P, P,
coincidan con los vértices del tridngulo, con la condiciéon de que no haya dos
coincidentes con el mismo vértice. m

DEMOSTRACION: Consideremos las circunferencias que pasan por AP, P, y
por BP,P.. Ambas tienen el punto P. en comin. Llamemos P al otro punto de
corte, entendiendo que P = P, en caso de que las circunferencias sean tangentes.
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Vamos a probar que P estd también en la circunferencia que pasa por C' P, Pj.
Podemos suponer que P es distinto de estos tres puntos, o de lo contrario la
conclusion es trivial.

Veamos que no puede ser P = A. En tal caso la segunda circunferencia
pasa por los puntos colineales A, P., B, lo que exige que P. coincida con A o
con B. Pero P = A = P, es imposible, pues P = A significa que la primera
circunferencia es tangente a AB por A, y P = P, significa que ambas son
tangentes entre si, luego la segunda también tendria que ser tangente a AB
por A, cuando contiene a B. La otra alternativa tampoco puede darse, pues si
P = Ay P.= B, la segunda circunferencia tendria que ser tangente a AB por
B, v a la vez contener a A. Por simetria, tampoco puede ser P = B.

Los teoremas 3.33 y 3.34 nos dan que P/Pb\A = P/PC\A incluso si algunos
puntos estan repetidos, ya que todos ellos estdn sobre la misma circunferencia,

e igualmente PP,B = PP, B. Esto equivale a
PP, AC = PP, AB, PP, AB = PP, BC,

luego PmC’ = PP/G,\BC7 que es lo mismo que P/Pb\C = P/Pa\C (entendiendo
que si P, = C entonces AC' = P,C es la tangente a la tercera circunferencia
por C, e igualmente si P, = C'). Por el teorema 3.33 (o por la nota tras 3.34
en caso de que haya alguna repeticion) concluimos que P, C, P,, P, estan sobre
una misma circunferencia (ya que no pueden ser colineales), y esto es lo mismo
que decir que P esté sobre la tercera circunferencia. L]

Definicion 4.29 El punto P dado por el teorema anterior es el punto de Mi-

quel del triangulo ABC respecto de la terna de puntos P,, P,, P.. Las tres
circunferencias cuya interseccién es P son las circunferencias de Miquel.

Teorema 4.30 En las condiciones del teorema anterior, se cumple la relacion
siguiente entre dngulos dirigidos:

BPC = BAC + B, P, P..
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DEMOSTRACION: Usando 3.33 y luego 3.31:
BPC = BPP, + P,PC = BP,P, + P,P,C = AB, P,P, + P, Py, AC

— AB,AC + P, By, P,P, = BAC + B,P, ..

Notemos que si, P = P, o P = P., algunas igualdades se cumplen trivialmente.
n

Como consecuencia:

Teorema 4.31 Los puntos P,, Py, P, estdin alineados si y sélo si su punto de
Miquel estd en la circunferencia circunscrita del tridngulo.

DEMOSTRACION: Los puntos estan alineados si y so6lo si P, P, P. = 0, lo que

a su vez equivale a que BPC = @, que por 3.33 equivale a que los cuatro
puntos A, B, C, P estén sobre la misma circunferencia. [

Mas en general, el teorema 4.30 nos dice que si un punto P determina un
triangulo P, P, P., los angulos P, P, P. estan determinados por P, A, B, C' (basta
sumar CBA a la ecuacion del teorema para despejar P,P,P.), por lo que to-

dos los tridngulos P, P, P. que determinan un mismo punto de Miquel P son
(directamente) semejantes. Mas aun:

Teorema 4.32 Dados dos tridngulos ABC y Q,QpQ., existe un unico punto P
que es el punto de Miquel de una terna Py, Py, P, tal que el tridngulo P, Py P, es
directamente semejante al sequndo.

DEMOSTRACION: La unicidad se debe al teorema 4.30, que afirma que los
angulos dirigidos que P forma con los vértices del primer triangulo estan comple-
tamente determinados por los dos tridngulos dados, y estos angulos determinan
el punto P. La existencia se desprende de la construccién siguiente. m

Problema 4.1 Dado un tridngulo, determinar puntos P,, P,, P. en las pro-

longaciones de sus lados de modo que el tridngulo P,P,P. sea directamente
semejante a otro dado.

oo X

1. Trazamos un segmento cualquiera X, X} con los extremos en los lados BC'
y AC del triangulo.
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2. Construimos un tridngulo X, X, X, directamente similar al dado.

3. Trazamos el punto P. donde C'X, corta a AB.

4. Construimos el tridngulo P, P, P, con lados paralelos a los de X, X, X,.
| |

Ahora bien, pueden existir dos puntos distintos P y @ que sean puntos de
Miquel de dos ternas de puntos inversamente semejantes, pero no puede haber
mas de dos, ya que, para un tercero, tendria la terna correspondiente seria
directamente semejante a la de uno de los dos, luego coincidiria con P o con Q.

Teorema 4.33 Los centros de las circunferencias de Miquel de un punto res-
pecto de un tridngulo forman un tridngulo directamente semejante al tridngulo
de partida.

Og
A/ P B

DEMOSTRACION: Observemos que O4O¢ es perpendicular a PPy, pues los
dos centros estan en la mediatriz de la cuerda PPy. Igualmente O4Op es per-
pendicular a PP, y esto se traduce en que OC/O—A\OB = I{ﬁc, como angulos
dirigidos.

Por otro lado, como A esta en la misma circunferencia, P,PP, = P,AP, =

CAB. Porlo tanto, los triangulos ABC'y O 4OpO¢ tienen sus angulos dirigidos
iguales, lo cual implica que son (directamente) semejantes.

Dado un tridngulo ABC' y un punto cualquiera P, existen infinitas elec-
ciones de puntos P,, P,, P, cuyo punto de Miquel es P. Una elecciéon notable
consiste en tomar los pies de las perpendiculares por P a las rectas BC, AC
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y AB, respectivamente. Notemos que si P no es ninguno de los vértices, en-
tonces no pueden darse dos coincidencias como A = P, = P., por lo que es
posible aplicar el teorema de Miquel a los puntos P,, Py, P., y el punto de Mi-
quel correspondiente resulta ser el propio P pues, por ejemplo, P, y P, estan en
la circunferencia que tiene por diametro PC, luego P esta en la circunferencia
que pasa por P,, P, y C, e igualmente sucede con las otras tres. Si se da una
coincidencia, como P, = C, tenemos obviamente que la circunferencia que pasa
por P, C'y P, es tangente a BC en C, luego también es la circunferencia que
hay que considerar en este caso.

Por lo tanto, el teorema siguiente es un caso particular del teorema 4.31:

Teorema 4.34 (Simson) Dado un tridngulo ABC y un punto P, los pies P,,
Py, P, de las perpendiculares por P a las recta BC', AC y AB estdn sobre una
misma recta si y sélo si P estd sobre la circunferencia circunscrita del tridngulo.

Definicién 4.35 Dado un tridngulo ABC y un punto P, si P no esta situado
sobre la circunferencia circunscrita del tridngulo, se llama triangulo pedal de P
al tridngulo cuyos vértices son los pies P,, Py, P, de las perpendiculares por P
a las recta BC, AC' y AB. Si P esté en la circunferencia circunscrita, se llama
recta de Simson a la recta que pasa por los puntos P,, Py, P..

C Pb —_P
D N
\J' N\

A P, B A PO/B

Tanto si P estd o no en la circunferencia circunscrita, si P, # A # P,, los
angulos rectos en P, y P, implican que ambos puntos estan en la circunferencia
de diametro PA, y podemos aplicar el teorema de los senos al triangulo ﬁc,
que nos da:

PP _p
sen A

Notemos que el angulo A de dicho tridngulo puede ser igual o suplementario
al correspondiente a ﬁf’, pero el seno es el mismo en ambos casos.

Si, por ejemplo, A = P,, aplicamos el teorema 3.34 a los puntos A, P, P,
con la tangente a la circunferencia en A, que es AB, y el resultado es que
BﬂPb = @b, pero el primer angulo es Ao su suplementario (ambos con
el mismo seno), luego el tridngulo rectangulo ]ﬁb cumple que su angulo en P
(o su suplementario) vale « y llegamos a la misma conclusion.
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Por otro lado, el teorema de los senos aplicado a ABC nos da que

L/\ - QR,
sen A

donde R es el circunradio. En resumen:

Teorema 4.36 Dado un triangulo ABC y un punto arbitrario P, sean P,, Py,
P, los pies de las perpendiculares a BC, AC' y AB, respectivamente. Entonces:
- — . AP
P,P.= APsen A = IR a,

donde R es el circunradio del tridngulo.

En particular, si en punto P no esta sobre la circunferencia circunscrita y
esta definido el tridngulo pedal, el teorema anterior nos da las longitudes de sus
lados.

Maés en particular, vemos que si P es el circuncentro del tridngulo, entonces
las longitudes AP son todas iguales a R, luego los lados del triangulo pedal del
circuncentro son proporcionales a los del tridngulo dado, lo cual es obvio, pues
se trata simplemente del triAngulo medial. No obstante, ahora sabemos que éste
es el tinico caso en el que el tridngulo pedal es semejante al triangulo de partida.

Vamos a obtener algunas propiedades de la recta de Simson. Para ello ne-
cesitaremos el siguiente teorema general:

Teorema 4.37 Consideremos un triangulo ABC y un punto P # A. Sean P,
y P, los pies de las perpendiculares por P a los lados AC' y AB, respectivamente.
Entonces, la recta simétrica de PA respecto de la bisectriz del dngulo A es
perpendicular a P,P,.

L)
‘\\

3
p>
=
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DEMOSTRACION: Como P/PC\A =n/2= P/Pb\A, los cuatro puntos P, P, P,, A
estan sobre una circunferencia. Aqui tenemos que tratar separadamente cua-
tro casos triviales: si P, = A, entonces la recta P, P, es el lado AC y PP, es
perpendicular a AB, luego la recta simétrica de PP, respecto de la bisectriz es
perpendicular a la simétrica de AB, que es AC, como queriamos probar. Otro
caso trivial se da si P = Py, con lo que PA = AC, la recta simétrica de PA es
AB y ésta es perpendicular a PP,. Los casos P, = A o P = P. son analogos.

Descartados estos casos, tenemos que @ = Ifb—PTél porque ambos angulos
abarcan el mismo arco (o bien arcos opuestos) y, llamando r a la recta simétrica a
P A respecto de la bisectriz, también m = m’, pues 7 es la recta simétrica
de PAy P.A es la recta simétrica de P, A. Por lo tanto,

—

ByP.,r = ByPA+ P.A,r = B,PA+ PAP, = PP, A = /2,
luego las rectas P P. y r son perpendiculares. m

Si aplicamos el teorema anterior al caso en que P esta en la circunferencia
circunscrita del tridngulo, tenemos que los tres pares de puntos que podemos
formar con P,, P,, P. determinan la misma recta (la recta de Simson). Asi:

Teorema 4.38 Si P es un punto en la circunferencia circunscrita de un trian-
gulo que no coincida con ninguno de sus vértices, entonces su recta de Simson
es perpendicular a las tres rectas simétricas de las rectas que unen P con cada
vértice respecto de la bisectriz de dicho vértice. En particular, éstas son paralelas
entre si.

Veamos otra consecuencia:

Teorema 4.39 Si P y Q son dos puntos en la circunferencia circunscrita de un
tridngulo y Sp, Sg son sus rectas de Simson, entonces 25pSg = QOP, donde O
es el circuncentro. En particular, las rectas de Simson correspondientes a puntos

diametralmente opuestos son perpendiculares.

DEMOSTRACION: Obviamente, el tridAngulo tendra un vértice distinto de P
y Q. Podemos suponer que es A. Entonces 2QAP = QOP. Si llamamos lp y
lg a las rectas simétricas de PA y P() respecto de la bisectriz de A, tenemos

que Z;Z\Q = @ y, como por 4.37 las rectas de Simson son perpendiculares a
lp y lg, se cumple que SpSg = lplg. .
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Asi, si fijamos un punto @ en la circunferencia circunscrita y hacemos que el
otro punto P de una vuelta completa, el angulo Q/O? toma una vez cada valor
entre 0 y 7, por lo que lo mismo sucede con el angulo entre las rectas de Simson,
lo que significa que hay un tnico punto P en la circunferencia circunscrita cuya
recta de Simson sea paralela a una recta dada.

Para construirla basta trazar la perpendicular a la recta dada por uno de
los vértices (digamos A) y luego calcular su simétrica respecto de la bisectriz.
El punto buscado seré el punto distinto de A donde dicha recta corta a la
circunferencia circunscrita. Si el punto buscado es A la recta obtenida sera
tangente, pues si cortara a la circunferencia en otro punto P, entonces la recta
de Simson de P seria paralela a la de A, lo cual es imposible.

Teorema 4.40 La recta de Simson de cualquier punto P de la circunferen-
cia circunscrita a un tridngulo pasa por el punto medio X del segmento PH,
donde H es el ortocentro del tridngulo.

Pb
C P/
Pa, \\
IS \‘
| 1
o V/X ,"
\\ //
A N .
Hc
H

C

DEMOSTRACION: Sea H/, el simétrico del ortocentro H respecto del lado AB.
Equivalentemente, el pie de la altura H. es el punto medio del segmento H H/, de
donde se sigue que H'. esta en la circunferencia circunscrita, por el teorema 4.11.

== S .
Como PP,B = 7©/2 = PP.B, los cuatro puntos estan sobre una misma
circunferencia, luego, considerando angulos dirigidos, también se cumple

P.P.P = P,BP = H,H/P = P.PH..
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Supongamos en primer lugar que estos angulos no son rectos. Entonces la
recta de Simson P.P, y la recta PH se cortan en un punto X y forman un
tridngulo is6sceles: PX = X P,.

Ademés, como PP, es perpendicular a AB y no es perpendicular a PH!,
esta recta no es paralela a AB, luego la corta en un puntoLAC, de modo que el

triangulo PP.L, es rectangulo y, teniendo en cuenta que PP.X es isosceles, es
facil concluir que X es el punto medio de la hipotenusa PL.. Como H.H =
HH!, tenemos que

H/LcTyc:Hﬂé:PjL\cP:)(/P-c\Lca

y esto significa que la recta de Simson es paralela a HL.. Por consiguiente, si
pasa por el punto medio de PL., también pasa por el punto medio .S de PH.

Falta contemplar el caso en que la recta de Simson es perpendicular a PP,
en cuyo caso, puesto que pasa por P,, tiene que coincidir con la recta AB, luego
los pies de las altura P, y P, tienen que ser B y A, respectivamente. Ademas,
hemos probado que H.P también es perpendicular a PP, luego es paralela
a AB. Ahora basta considerar el tridngulo rectangulo Zﬁ[ , Como H, es el
punto medio de H H/, también el punto de corte S entre AB y HP es el punto
medio de este segmento. m

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, el punto de corte S
entre la recta de Simson y PH esta sobre la circunferencia de los nueve puntos,
por el teorema 4.11.

Teorema 4.41 Las rectas de Simson correspondientes a dos puntos diametral-
mente opuestos de la circunferencia circunscrita se cortan en la circunferencia
de los nueve puntos.

DEMOSTRACION: Si Py @ son puntos opuestos en la circunferencia circuns-
crita, como la circunferencia de los nueve puntos es homotética a ésta, los puntos
medios S y T de los segmentos HP y H(Q forman un diametro, y el teorema 4.40
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afirma que las rectas de Simson pasan por dichos puntos. Como se cortan per-
pendicularmente, el punto de corte tiene que estar sobre la circunferencia de los
nueve puntos. [

El teorema 4.40 admite un enunciado equivalente mucho mas simple:
Teorema 4.42 (Steiner) Si P es un punto de la circunferencia circunscrita

de un tridngulo, los puntos simétricos de P respecto de los lados son colineales,
y la recta que pasa por ellos contiene al ortocentro.

DEMOSTRACION: Si llamamos P,, Py, P. a los pies de las perpendiculares
desde P a los lados del tridngulo, la recta que pasa por ellos es la recta de Simson
de P, y los puntos P., P/, P! de los que habla el enunciado son los homotéticos
de los tres primeros respecto de la homotecia de centro P y razén r = 2, luego
la imagen de la recta de Simson por dicha homotecia es precisamente la recta de
la que habla el enunciado, y pasa por el ortocentro en virtud del teorema 4.40,
pues la recta de Simson contiene al punto medio X del segmento PX y H es el
homotético de X. L]

4.5 El problema de Fermat

Hacia 1629 Fermat escribié una memoria titulada Methodus ad disquirendam
mazimam et minimam et de tangentibus linearum curuarum, si bien no fue
publicada hasta 1679 —catorce anos después de su muerte— por su hijo Samuel.
Dicho trabajo es uno de los primeros antecedentes del calculo infinitesimal, y
termina diciendo:

Quien no apruebe mi método, que trate de resolver el problema si-
guiente: Dados tres puntos en un plano, encontrar un cuarto punto
tal que la suma de las distancias a los tres puntos dados sea minima.

Fermat también planted el problema en una carta a Evangelista Torricelli,
quien encontré una solucién hacia 1640, si bien no fue publicada hasta 1919.
Probablemente Fermat us6 técnicas protoinfinitesimales para resolver su pro-
blema, pero la solucion de Torricelli era puramente geométrica. Torricelli probd
una parte del teorema siguiente:
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Teorema 4.43 Si sobre los lados de un tridngulo construimos triangulos equi-
lateros en los semiplanos opuestos a los que contienen al tridngulo, tal y como
muestra la figura, entonces las rectas AA’, BB’ y CC’ se cortan en un punto
Fy, que es también la interseccion de las circunferencias circunscritas a los tres
tridngulos equildteros. Ademds, los segmentos AA’, BB' y CC' tienen la misma
longitud.

DEMOSTRACION: Llamemos | a la interseccion de las rectas BB"y CC'. Es
facil ver que no pueden ser paralelas. Méas precisamente, si A = 120°, entonces

CAC" = CAB + BAC = 120° + 60° = 0,

luego C, A, C’ son colineales, al igual que B, A, B’, luego F; = A. Si el angulo
A es distinto de 120°, entonces BB’ y CC’ se cortan en un punto que estara
dentro del angulo Asila amplitud de éste es menor de 120° y estara fuera en
caso contrario.

Vamos a suponer de momento que A # 120° y consideremos la figura si-

guiente:
C A'
B' ‘\
NZAY

c

La clave del argumento es que si efectuamos un giro de 60° alrededor del
punto A, de modo que C’ se transforme en B, a la vez C se transformard en B’,
luego la recta CC” se transforma en BB’ y, como el punto F; esta en CC”| se
transformard en un punto F” situado en BB’. El triangulo AF, F' tiene dos lados
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iguales AFy} = AF" y el dngulo que forman es de 60°, luego en realidad es un
tridngulo equilatero. Incidentalmente, tenemos también que C'C” se transforma
en BB’ por lo que ambos segmentos tienen la misma longitud.

La figura muestra entonces que 1@ = 120°, pero eso no es cierto en
general, sino que depende de si el dngulo Aes mayor o menor de 120°. Vamos
a hacer un calculo con angulos dirigidos para obtener un resultado vélido en
cualquier caso (en principio bajo el supuesto de que A # 120°). Notemos que
todo lo dicho hasta ahora es valido en general (no depende de la figura). Se
cumple que

0=BFB=BFRA+ARB=DBT, A+ ARB=FTF,, FA+ AF B,

luego zﬁ'l\B = ﬁ’l\F’ = Wl, donde la ultima igualdad es valida para cual-
quier triangulo equilatero. Ahora bien, AF” se transforma en AF; con el mismo
giro con que AB se transforma en AC’, luego

AF\B = F'AFy = BAC' = AC'B,

donde, una vez maés, la ultima igualdad vale para todo tridngulo equilatero.
Notemos que, en general, el dngulo AC’B puede ser de 120° (como en la figura)
o de 60°. Pero, en cualquier caso, esto prueba que Fj esta en la circunferencia
circunscrita al triangulo A0B.

Hemos definido F} como la interseccion de BB’ y C'C’. Como esto no cambia
si intercambiamos B por C, intercambiando ambos puntos en todo el argumento
obtenemos igualmente que m — AB'C , lo que a su vez significa que F} esta
en la circunferencia circunscrita a ACH'. Adems:

BF\.C = BF,AF + AF,FC = BFA+ AFC = BC'A + AB'C

— ABC' + B'CA= A'BC + BCA = BA'C,

donde al principio de la segunda linea hemos usado que el mismo giro alrededor
de B que transforma A en C’ también transforma A’ en C, e igualmente con el
giro alrededor de C' que transforma B’ en A. Esto implica que F; esta también
en la circunferencia circunscrita al triangulo A0B.

Por consiguiente, F; esta en la interseccién de las tres circunferencias cir-
cunscritas, y esto lo determina completamente. Dado un tridngulo arbitrario,
tendra al menos dos angulos distintos de 120° (por ejemplo, A y B), por lo que
aplicando el razonamiento precedente a ambos, obtenemos que la intersecciéon
de BB’ y C'C’ es la misma que la interseccion de AA’ y CC’, pues ambas tienen
que ser el punto I} en el que se cortan las tres circunferencias circunscritas.

u

Definicion 4.44 El punto F; dado por el teorema anterior recibe el nombre de
primer centro isogonico del tridngulo dado o primer punto de Fermat.
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Si el tridngulo tiene un dngulo de 120°, entonces I} es simplemente el vértice
correspondiente a dicho 4ngulo. En caso contrario se cumplen las igualdades que
justifican el nombre de “centro isogoénico™:

AFRB = BR,C = CRA.
En efecto, por estar en las circunferencias circunsctritas, cumple
AF,B=AC'B, CFA=CBA,
pero los segundos miembros son iguales, porque
AC'B = BAC" = B'AC = CB'A,

donde hemos usado dos igualdades generales para tridngulos equilateros y el
hecho de que el mismo giro alrededor de A que transforma B en C' lleva también
B’ en C.

Si los vértices estdan nombrados de modo que el giro A — B — C sea en
sentido positivo, entonces el 4ngulo comiin es de 120°, y en caso contrario es
de 60°.

Si todos los angulos del tridngulo son menores de 120°, el centro Fj esté en
el interior del tridngulo y se cumple la igualdad de angulos no dirigidos:

AFB=AC'B, CFA=CBA=120°.

En cambio, si algin dngulo es mayor de 120° (por ejemplo, A), se cumple

- o —

BF,C =120°, AFB=60°, AFC =60°

(como angulos no dirigidos).

La relacién de este punto con el problema de Fermat es un hecho que resulta
inmediato a partir de la figura que hemos usado en la demostracion del teorema
anterior, pero que solo es cierta en el caso que ilustra la figura, es decir, cuando
todos los angulos del tridngulo son menores de 120° (o también trivialmente
cuando un angulo es exactamente de 120°), y es que la longitud BB’ es la suma
de las distancias de F a los vértices del triangulo. Lo que probo Torricelli fue
lo siguiente:

Teorema 4.45 En un tridngulo que no tenga ningun dngulo de amplitud mayor
de 120°, el primer centro isogonico es el punto que minimiza la suma de las
distancias a los vértices.

DEMOSTRACION: Tomamos un punto arbitrario P y consideramos los puntos
B’ y P’ que resultan de girar 60° los segmentos AC' y C'P alrededor de C en
el sentido que hace que el tridngulo equilatero AB'C' quede fuera del tridngulo

dado ABC. Entonces la suma de las distancias de P a los tres vértices es
también la longitud de la poligonal B’P’'PB.
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B

Dicha longitud sera mayor o igual que B’B, pero hemos probado que B'B es
precisamente la suma de las distancias a los vértices del punto F}. Esto prueba
que F; minimiza la suma de las distancias a los vértices. Mas precisamente, el
argumento muestra que para que un punto P minimice la suma de las distancias
a los vértices, tiene que estar en el segmento BB’, pero por simetria también
tiene que estar en AA’ y CC’, luego tiene que ser F}, es decir, que F} es el tinico
punto que minimiza la suma de las distancias a los vértices. L]

Enseguida resolveremos el problema de Fermat para tridngulos con un an-
gulo mayor de 120°, pero antes observemos que los razonamientos con los que
hemos justificado la existencia del primer centro isogénico nos permiten pro-
bar un teorema del que se dice que le fue propuesto a Lagrange por Napoleon
Bonaparte:

Teorema 4.46 (Teorema de Napoleon) Si sobre cada lado de un tridngulo
arbitrario construimos (en la parte exterior) un tridngulo equildtero, los centros
de dichos tridngulos forman también un tridngulo equildtero.

DEMOSTRACION: Basta observar que O40p es perpendicular a CC’, pues
C' y Fi equidistan de O4 y Op, luego estan en la mediatriz del segmento con
dichos extremos. Por consiguiente,

0,0,0. = CC',BB' = CF,B = CA'B,

e igualmente O,0.0, = BC'A y, teniendo en cuenta las orientaciones, vemos
que ambos adngulos son iguales, e igualmente llegamos a que

Ob/Oa\Oc = Oa/Oc\Ob = Oc/Ob\Oav

lo que prueba que el tridngulo de los centros es equilatero. L]
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El problema de Fermat para tridngulos con un édngulo mayor de 120° fue
resuelto por Franz Heinen:

Teorema 4.47 Si un tridngulo tiene un dngulo mayor de 120°, el punto que
minimiza la suma de las distancias a los vértices es el vértice correspondiente a
dicho dngulo.

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que el punto que minimiza la
suma de las distancias tiene que estar dentro del triangulo, pues si un punto P
esté fuera, entonces esta en el semiplano opuesto al tridngulo respecto de la
recta que prolonga a alguno de sus lados, por ejemplo AB. Es facil ver que al
pasar de P al pie P’ de la perpendicular a AB por P se reduce la distancia a
todos los vértices, luego también la suma de las distancias, es decir, que P’ es
un punto mejor que P. Si P’ esté en el lado AB, entonces ya tenemos un punto
en el tridngulo mejor que P, y en caso contrario consideramos el vértice A o B
mas proximo a P’, por ejemplo B, y también es claro que a pasar de P’ a B se
reduce de nuevo la distancia a todos los vértices, por lo que B es un punto del
triangulo mejor que P.

.Pl

A B }
P

Tomemos, pues, un punto P arbitrario contenido en el tridngulo. Si giramos
—_—

60° el triAngulo AP B alrededor de A, la suma de las distancias de P a los tres
vértices es la longitud de la poligonal CAP'C’. Basta probar que esta longitud
es mayor que la de la poligonal CAC’, que es la suma de las distancias de A a
los tres vértices.

C
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La forma de probarlo es un método general: prolongamos el segmento C'A
hasta el dltimo punto @ en el que corta a la poligonal alternativa. Entonces
es claro que la longitud de CPP’C’ es mayor o igual que la de CQP’C’, pues
hemos sustituido una poligonal por un segmento que lleva al mismo punto. A su
vez, la longitud de esta poligonal es mayor o igual que la de CAC’, pues hemos
sustituido la poligonal AQP’C’ por el segmento AC’. "

El segundo centro isogénico Modificando ligeramente los argumentos da-
dos, se prueba que si alteramos la construccion de Fj construyendo sobre cada
lado un triangulo equilatero en el mismo semiplano que contiene al tridngulo, se
cumple igualmente que —salvo que el tridngulo de partida sea equilatero— las
circunferencias circunscritas se cortan en un mismo punto F5, que es también
la interseccién de las rectas AA’, BB’, CC’, y que recibe el nombre de sequndo
punto de Fermat o seqgundo centro isogonico:

Este cumple también las relaciones
ARB = BE,C = CRA,

pero si los vértices del triangulo estdn nombrados en sentido positivo, el valor
comun de estos angulos es de 60°, como se ve en la figura, en lugar de 120°,
que es el valor correspondiente a F;. También se cumple la versiéon anéloga del
teorema de Napoleon, por lo que se habla del primer y el seqgundo tridngulo de
Napoleon de un tridngulo (no equilatero) dado.

Los dos centros isogénicos son los tinicos puntos F' que cumplen
AFB = BFC = CFA,

pues si se da esta igualdad, el valor comin de los tres dngulos tiene que ser
necesariamente 60° o 120° (tiene que ser un valor 0 < a < 180° tal que 3« sea
miltiplo de 180°), y estos angulos determinan el punto, luego éste tiene que
ser uno de los centros isogénicos. Notemos que si el tridngulo es equilatero sélo
hay un punto posible (el centro isogénico F), ya que un punto que cumpla que
los tres dngulos indicados valen 60° o 120° tiene que estar en la circunferencia
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circunscrita de uno de los dos tridngulos equilateros con un lado igual a uno

de los lados del tridngulo, pero si el tridngulo dado es equildtero tiene que ser

necesariamente el triangulo construido hacia afuera, o de lo contrario P seria el

vértice opuesto, y asi la tnica posibilidad es la que da lugar al centro isogonico.
|

4.6 Los teoremas de Menelao y Ceva

Que las bisectrices, las alturas y las medianas de un triangulo sean concu-
rrentes son casos particulares de un mismo teorema general, que a su vez es
consecuencia de otro mucho mas antiguo. Se desconoce quién lo descubrid, pero
la primera referencia que se conoce esta en un tratado sobre la geometria de la
esfera de Menelao de Alejandria datado en finales del siglo I d.C. Ptolomeo lo
usa también en su Almagesto.

Para enunciar el teorema de Menelao necesitamos considerar el concepto de
longitudes dirigidas introducido al principio de la seccion 3.6. Esencialmente, el
hecho es que consideraremos que una razon

AX
XB
entre puntos colineales es positiva si y so6lo si X esta entre A y B.
Teorema 4.48 (Menelao) Si en un tridngulo ABC' elegimos puntos X,Y,Z

uno en la prolongacion de cada lado segun la figura, de modo que ninguno coin-
cida con un vértice, entonces X, Y, Z son colineales si y sdlo si

B oz
XB YC ZA
v
C
7
A x'\ BN

DEMOSTRACION: Supongamos que X,Y, Z estan sobre una misma recta r.
Hay dos posibilidades: Siuno de los puntos X, Y, Z esté en un lado del triangulo,
entonces tiene que haber exactamente dos puntos asi (una recta que corta a un
lado de un tridngulo sin pasar por un vértice corta a dos lados, pero nunca a los
tres), con lo que exactamente dos de los factores de la expresion del enunciado
son positivos, luego el producto de los tres es negativo. La segunda posibilidad
es que 1 no corte a ningun lado del tridngulo, en cuyo caso los tres factores son
negativos y el producto es negativo también. Asi pues, s6lo hay que probar que
el producto es 1 en valor absoluto.
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Trazamos las perpendiculares a r por A, B, C'y llamamos a, b, ¢ a las longitu-
des de los segmentos que unen los vértices con los pies de dichas perpendiculares.
Entonces basta aplicar la semejanza de los tridngulos oportunos para concluir
que
c

o .

S ZA
Al multiplicar las tres igualdades llegamos a que el valor absoluto del producto
del enunciado es 1.

AX|_a  [BY|_v |CZ
XB| b’ YC

Reciprocamente, si los puntos X,Y,Z cumplen la relacion del enunciado,
observemos que no puede ser que XY sea paralela a AC, pues en tal caso

AX _cv e
XB YB BY
C

luego S

_AX BY (Cz (CZ

- XB YC ZA ZA

y esto es imposible, pues significa que, por una parte, CZ = ZA, lo cual (para
tres puntos colineales) solo es posible si Z esta entre A y C, pero el signo
negativo de la proporciéon excluye esta posibilidad.

Por lo tanto, podemos considerar el punto Z’ donde XY corta a AC. Note-
mos que Z' no puede ser A o C, pues en tal caso X estarfa en BC, luego seria
X = B. Por la parte ya probada, los puntos X,Y, Z’ cumplen

AX BY CZ
XB YC Z'A
y comparando con la hipotesis, concluimos que

7 7

7A ZA
de donde se sigue que Z = Z’, luego X,Y, Z son colineales. ]

=-1
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De aqui extraeremos mas adelante varias consecuencias notables, pero las
aplicaciones mas sencillas las vamos a obtener a partir de una consecuencia
que, sorprendentemente, los gedmetras griegos no llegaron a descubrir, pues la
primera referencia conocida se remonta al Libro de la perfeccion, un compendio
de geometria escrito en el siglo XI por el rey Yusuf al-Mutaman de Zaragoza,
si bien fue redescubierto mas tarde por el matemaético italiano Giovanni Ceva,
que lo incluy6 en un tratado de 1678, y ahora se conoce como teorema de Ceva.

En su honor se llaman cevianas de un triangulo a tres rectas cualesquiera
que unan un vértice con un punto del lado opuesto que no sea otro vértice.

Teorema 4.49 (Ceva) En un tridngulo arbitrario, tres cevianas AY , BZ, CX
son paralelas o concurrentes si y solo st

AX BY 7
XB YC ZA
DEMOSTRACION: La figura muestra tres cevianas de un tridngulo concu-

rrentes en un punto P. Aplicamos el teorema de Menelao al tridngulo ABY .
Como los puntos P, C, X estan alineados, podemos afirmar que

AX BC VP _
XB CY PA

A continuacion aplicamos el teorema de Menelao al triangulo AYC. Como
los puntos P, Z, B estan alineados, podemos afirmar que

AP YB 7
PY BC ZA

Multiplicando ambas relaciones obtenemos la del enunciado.

=—1.

Supongamos ahora que las tres cevianas son paralelas:

AT
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Entonces, aplicando varias veces el teorema de Tales,
AX BY CZ| |AX BA XB|
XB YC ZA| |XB AX BA|

Si un factor es positivo, por ejemplo, el primero, esto significa que X esta
entre Ay B. Asi la recta CX pasa por un lado de ﬁ, pero no puede pasar
por el lado AY, luego tiene que pasar por Y B, y el punto de corte tiene que
ser C, luego C' esta entre Y y B, luego el segundo factor es negativo, y lo mismo
sucede con el tercero, luego el producto es positivo.

Por otro lado, si un factor es negativo, por ejemplo el segundo, eso significa
que Y no esté entre B y C'. No perdemos generalidad si suponemos que es C' el
que esta entre Y y B, en cuyo caso la recta CX pasa por un lado del tridngulo
ﬁ, luego tiene que pasar por otro, que no puede ser AY, luego sera AB, y
el punto de corte tiene que ser X, luego X esta entre A y B, lo que implica
que el primer factor es positivo y, por el caso precedente, el tercero también es
negativo.

Ahora probamos el reciproco, es decir, suponemos que se cumple la relacion
del enunciado y vamos a probar que las cevianas son concurrentes o paralelas.
Si no son paralelas, dos de ellas se cortan. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que AY corta a CX en un punto P. Sea BZ' la ceviana que pasa por P.
Notemos que Z’ tiene que ser distinto de A y C, pues en caso contrario P estaria
en uno de los lados y X o Y coincidiria con un vértice. Aplicando la parte ya
probada a las cevianas AY, CX, BZ' obtenemos la relacion

AX BV 07 _
XB YC Z'A

Comparando con la hip6tesis concluimos que

7 7
7ZA 74

lo cual sélo es posible si Z = Z’, luego la ceviana BZ también pasa por P. =

Ejemplo En la figura siguiente, la recta PQ es paralela a BC. Probar que M
es el punto medio de BC':
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En lugar de probar directamente el enunciado, vamos a definir M como
el punto medio de BC' y vamos a probar que las rectas AM, PC y BQ son
concurrentes aplicando el teorema de Ceva al tridngulo ABC. Tenemos que
probar que

AP BM CQ )

PB MC QA
Todos los factores son positivos, asi que no tenemos que preocuparnos por los
signos. Por la semejanza de tridngulos tenemos que

AP _ AQ
PB QC

mientras que el hecho de que M sea el punto medio de AB se traduce en que el
factor central vale 1, lo que nos da la conclusion. m

Todos los centros que hemos estudiado en la secciéon anterior excepto el
circuncentro son intersecciones de cevianas, y su existencia puede probarse a
partir del teorema de Ceva. Veamos algunos casos:

Baricentro En el caso de las medianas, los tres cocientes que aparecen en
el teorema de Ceva son trivialmente iguales a 1, lo que prueba la existencia
del baricentro. Sabiendo esto, el resto del teorema 4.7 admite una prueba muy
simple:

C

A

Mc

B

Los tridngulos marcados con la misma letra tienen la misma éarea, pues tienen
una base igual, asi como la altura correspondiente. Lo mismo sucede con AC’AMC
y BCAMC, luego, entendiendo que las letras representan las areas, 42y = z+2z,
luego y = 2z y del mismo modo concluimos que las seis areas son iguales. Por lo
tanto ACAMC tiene el triple de area que AGAMC, y como la altura del vértice A

es la misma para ambos, la base del primero C'M, tiene que ser el triple de la
del segundo, GM..

Ortocentro Para probar mediante el teorema de Ceva que las alturas de un
tridngulo son concurrentes podemos descartar el caso de un triangulo rectangulo,
que es trivial. En los demés casos, sélo tenemos que observar (véase la figura
siguiente) que

g_ bcos A @_CCOSB @_acosé
XB acosB’ YC beosC ZA ccos A’

donde los signos de los cosenos cuadran con los signos de las razones (notemos
que a lo sumo uno de los angulos es obtuso). Es claro que el producto es 1.
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A
Incentro En el caso de las bisectrices basta aplicar el teorema 4.3:

C

En efecto, tenemos que

AX BY CZ CA AB BC _

XB YC ZA CB AC BA

(Notemos que los tres factores del primer término son todos positivos y los
segundos son positivos por definicién, pues son razones entre segmentos no ali-
neados.)

Analogamente, puesto que el teorema 4.3 también vale para bisectrices exte-
riores, el calculo anterior vale también para probar la existencia de los excentros.
La tnica variante es que ahora los factores correspondientes a los puntos de corte
de las dos bisectrices exteriores son claramente negativos, mientras que el de la
bisectriz interior es positivo, por lo que el producto completo sigue valiendo 1 y
no —1. (Si una bisectriz exterior es paralela al lado opuesto, entonces la bisectriz
interior es perpendicular a dicho lado opuesto, luego el tridngulo es isosceles, y
en tal caso, por simetria, es evidente que las otras dos bisctrices exteriores se
cortan en un punto de la bisectriz interior.)

Por otra parte, es obvio que si en lugar de tomar dos bisectrices exteriores y
una interior tomamos dos interiores y una exterior, no podemos obtener rectas
concurrentes, pues las bisectrices interiores se cortan dentro del triangulo y la
exterior no pasa por dentro del tridngulo. Sin embargo, el teorema de Menelao
nos da una consecuencia no trivial:

Teorema 4.50 Los puntos donde dos bisectrices interiores de un tridngulo y
una exterior (o tres exteriores) cortan a los lados opuestos son colineales.
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DEMOSTRACION: Por el teorema de Menelao, basta probar que
AX BY 07 _
XB YC ZA

Que el valor absoluto da 1 se debe exactamente al mismo calculo que hemos
hecho en la nota precedente a partir del teorema 4.3. Sélo hay que probar que
el signo ahora es —1, pero esto es consecuencia de que los factores correspon-
dientes a bisectrices exteriores son negativos y los correspondientes a bisectrices
interiores son positivos. n

El punto de Gergonne Para probar la existencia del punto de Gergonne
aplicamos el teorema de Ceva al triangulo ABC.

Tenemos que probar que

AP, BP, OD,
P.B P,C DA

)

donde todos los factores son positivos. Basta observar que AP, = AP,, pues son

los segmentos que unen A con los dos puntos de tangencia, e igualmente con los

otros dos vértices, de modo que cada numerador se cancela con un denominador.
n
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Formulacion trigonométrica Los teoremas de Ceva y Menelao admiten una
formulacion trigonométrica equivalente. Para obtenerla consideramos las cevia-
nas que muestra la figura siguiente:

X A Y( B
Por el teorema de los senos,
AX  AC XB  BC
sen ACX  senAXC' sen XCB  senCXDB

Pero los angulos suplementarios AXC y CXB tienen el mismo seno (o,
si estuviéramos considerando la ceviana CX’, tendriamos directamente que
AX'C = C/X’\B), luego despejando este seno e igualando las expresiones ob-
tenidas llegamos a que

AX CA sen ACX
XB BC senXCB'

El primer factor del miembro derecho lo consideramos positivo, pero pode-
mos considerar que el miembro derecho tiene el mismo signo que el izquierdo
si convenimg en considerar que un angulo ABC es positivo si para girar la
semirrecta BA hasta B? recorriendo el dngulo hay que hacerlo en el sentido
contrario a las agujas del reloj, y es negativo en caso contrario.

De este modo ABC = —CBA (y para calcular los cocientes es irrelevante
considerar como positivo el sentido antihorario o el opuesto, pues si cambiamos
de sentido tanto el numerador como el denominador cambian de signo, luego el
cociente no varia). El lector puede comprobar que, en efecto, con este convenio,

si X esta entre A y B el miembro derecho es positivo y en caso contrario es
negativo.

Notemos que la férmula anterior generaliza al teorema 4.3, pues si B es la

bisectriz de AX B, entonces los senos se cancelan y queda la relacion dada por
dicho teorema.

Ahora es inmediato que la condicion del teorema de Ceva para que tres
cevianas sean concurrentes equivale a

senm senﬂ? sen@ -1
sen XCB sen Y AC sen ZBA

y para el teorema de Menelao la condicion es la misma, pero igualada a —1.
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Conjugados isogonales Veamos una aplicacion:

Teorema 4.51 Si tres cevianas de un tridngulo son concurrentes y sustitui-
mos cada una de ellas por su simétrica respecto de la bisectriz de su dngulo
correspondiente, las cevianas resultantes son paralelas o concurrentes.

DEMOSTRACION: La figura muestra un triangulo con tres cevianas concu-
rrentes en P y sus simétricas respecto de las bisectrices. Para probar que son
paralelas concurrentes, por la version trigonométrica del teorema de Ceva, basta
probar que

—_— —_— —_—
sen ACX’ sen BAY' senCBZ’
— —— — =1
sen X’CB senY'AC sen Z'BA
Ahora bien, como la simetria respecto a una bisectriz (por ejemplo la del

vértice C') hace que C'A se transforme en C'B, vemos que ACX' se transforma

en XCB (el orden de las letras es importante), y lo mismo para los demaés
angulos de la formula anterior, luego el miembro izquierdo es igual a

sen ﬁ senm sen @
sen A/C\X sen @ sen @ ’

y el teorema de Ceva aplicado a las cevianas originales implica que este producto
vale 1 (la expresion es la inversa de la que aparece en el teorema, pero 1/1 = 1).
n

Maés precisamente:

Teorema 4.52 FEn las condiciones del teorema anterior, las cevianas resultan-
tes son paralelas si y solo si el punto de concurrencia de las cevianas dadas estd
en la circunferencia circunscrita del tridngulo.

DEMOSTRACION: El teorema 4.38 prueba que si el punto de concurrencia
P esta en la circunferencia circunscrita, entonces las cevianas resultantes son
perpendiculares a la recta de Simson de P, luego son paralelas entre si. Por otra
parte, si P no esta en la circunferencia circunscrita, el teorema 4.37 prueba que
cada ceviana resultante es perpendicular a uno de los lados del tridngulo pedal
de P, luego puede haber dos que sean paralelas. m
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Definiciéon 4.53 Si un punto P no esté en la circunferencia circunscrita de un
triangulo, el punto P’ donde confluyen las simétricas (respecto de las bisectrices)
de las cevianas que pasan por P se llama conjugado isogonal de P.

Es inmediato que el conjugado isogonal de los puntos de (la prolongacion
de) un lado del tridngulo es el vértice opuesto, pues, por ejemplo, si el punto P
esta en la recta BC, las cevianas PB y PC son la recta BC, y sus simétricas
son las rectas BA y C A, luego se cortan en A.

Reciprocamente, si P no esta sobre ninguno de los lados del tridngulo (ni
sobre la circunferencia circunscrita), entonces las cevianas por P no son los
lados, y sus simétricas no pasan méas que por un vértice del triangulo, luego su
interseccion no puede ser ninguno de los vértices, con lo que el proceso del paso
de P a P’ es reversible: el conjugado isogonal del conjugado isogonal de P es P
(en particular, P’ no puede estar en la circunferencia circunscrita).

Por definicion el punto simediano es el conjugado isogonal del baricentro, y
es claro que el incentro es su propio conjugado isogonal. Por otra parte:

Teorema 4.54 FEl conjugado isogonal del circuncentro es el ortocentro.

DEMOSTRACION: Si el tridngulo es rectangulo, entonces el circuncentro O
esta sobre la hipotenusa, luego su conjugado isogonal es el vértice donde esté el
angulo recto, que coincide con el ortocentro. Supongamos, pues, que tenemos
un triangulo no rectangulo ABC.

Sea M, el punto medio del lado BC, de modo que OM, es la mediatriz de
dicho lado. Sea E el punto donde corta a la circunferencia circunscrita. Como
BE = E/_C\'7 también BAE = E/A\C, luego AFE es la bisectriz del dangulo A y, en
particular, contiene al incentro I.

Como AOAE es isbésceles, tenemos que m = @ Por otro lado, AH es
la altura del triangulo que pasa por A, luego es perpendicular a BC, al igual
que OF, luego AH es paralela a OF, luego

TAH = EAH = AEO = OAE = OAI

Esto significa que las rectas AO y AH son simétricas respecto de la bisectriz
AI. Como vale para los tres vértices, O y H son conjugados isogomales. m
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Nota En la prueba anterior hemos usado que el 4ngulo A no es recto, pero
si lo es podemos calcular igualmente la recta simétrica de AO respecto de la
bisectriz, y conviene observar que es precisamente la altura que pasa por A.

E
4

1!1'»4

En efecto, la bisectriz de A corta a la circunferencia circunscrita en un punto
E que divide en partes iguales al arco abarcado de extremos B y C, luego es el
mismo punto donde corta a la circunferencia la mediatriz de BC. Por lo tanto,
OF es paralela a la altura AH 4. Ahora basta observar en la figura que los tres
angulos senalados son iguales. n

Vamos a dar una caracterizacién del conjugado isogonal de un punto en tér-
minos de los angulos dirigidos que forma con los vértices del tridngulo, andloga
a la dada en 4.30 para el punto de Miquel de una terna de puntos. Para ello
observamos que si Py () son conjugados isogonales, eso significa por definicién
que se cumple

QAB = CAP

y todas las relaciones analogas que resultan de sustituir unos vértices por otros
o P por Q. (El lector puede comprobar que estas igualdades son validas —
teniendo en cuenta la orientaciéon—para todas las posiciones posibles de P, con
lo que podremos usarlas sin necesidad de distinguir casos.)

Q

aa—

Teorema 4.55 Si P y @ son conjugados isogonales respecto de un tridngulo,
entonces e
BPC + BQC = BAC.
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DEMOSTRACION: Se cumple que
BPC = BP, BC + BC, PC,

BQC = BQ, BC + BC,QC = QBC + BCQ = ABP + PCA,

y al sumar queda:

BPC + BQC = AB,BP + BP, BC + BC,PC + PC,CA = BAC.
| |
En cierta ocasion llegd a manos de Descartes una demostracion del teorema
siguiente. Descartes no podia creer que el autor fuera un muchacho de 16 anos:

Teorema 4.56 (Pascal) Dado un hexdgono inscrito en una circunferencia, si
las prolongaciones de cada par de lados opuestos se cortan en tres puntos P, X,
Q, éstos estdan alineados. A

Como muestra la figura de la derecha, no es necesario que el hexagono sea
simple, es decir, que sus lados pueden cortarse unos a otros.

DEMOSTRACION: Consideramos los triangulos BXFE y FXC":

!




4.6. Los teoremas de Menelao y Ceva 191

Observamos que
XCF = BCF = BEF = BEX, XBE =CBE =CFE =CFX,

y, por otra parte, EXB = EﬁB = Fﬂc — FXC. Esto se traduce
en que los dos tridngulos indicados son semejantes, pero inversamente. Por
consiguiente, si llamamos FXC' al triAngulo simétrico respecto a la bisectriz
s del angulo en X, los triangulos BXE y F'XC" son directamente semejantes,
luego la homotecia de centro X que transforma C’ en E, transforma también
F’ en By ambos tridngulos son homotéticos.

Sea Q' el punto simétrico de Q respecto de la bisectriz y sea Q" la imagen
de Q' por la homotecia. Entonces

BEP=BED =BCD =XCQ =QC'X = Q"EX.

Igualmente se prueba que PBE = X/B-a” . Pero esto significa que Q" esté sobre
las rectas simétricas a FP y BP respecto de las bisectrices correspondientes, es
decir, que Q" es el conjugado isogonal de P respecto del triangulo BXE. Por
consiguiente, Q" también tiene que estar en la recta simétrica de PX respecto
de la bisectriz s de X (el eje de la simetria que estamos considerando). Por lo
tanto: - . - .

PX, s=5XQ"=sXQ = XQ,s,

luego X P = X @, luego P, X, @ estan alineados. [

Exactamente igual que 4.51 se demuestra:

Teorema 4.57 Si tres cevianas de un tridngulo son concurrentes y cortan a los
lados en puntos X,Y, Z y sustituimos AX por la ceviana AX' que pasa por el
punto simétrico de X respecto del punto medio M, de AB, e igualmente con las
otras dos, las cevianas resultantes son paralelas o concurrentes.

El punto en el que confluyen las nuevas cevianas (si existe) se llama conjugado
1sotdmico del punto P en el que confluyen las cevianas dadas.

Generalizaciones Las figuras siguientes muestran un caso de tres rectas con-
currentes que pasan por cada uno de los vértices de un triangulo, pero en el que
no se puede aplicar el teorema de Ceva porque una de ellas es paralela al lado
opuesto, asi como otro caso en el que dos de las rectas son paralelas a los lados
opuestos.
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Vamos a probar que el teorema de Ceva sigue siendo valido en estos casos si
convenimos en que los cocientes correspondientes a los puntos que faltan toman
el valor —1.

~

A N /A /N

Nota Esto tiene una interpretacién geométrica si entendemos que X es un
punto “infinitamente lejano”. Si X es un punto lejano (pero no infinitamente
lejano), no estara entre A y B, por lo que la razén anterior tiene que ser negativa,
y si estd muy lejos, las longitudes AX y X B serén casi iguales (la diferencia
serd insignificante en relacién a ambas), por lo que el cociente sera casi —1. El
convenio es, pues, que si entendemos que dos rectas paralelas se cortan en un
punto X infinitamente lejano, entonces el cociente es exactamente igual a —1.

El desarrollo riguroso y sistematico de esta idea de considerar que cada recta
tiene un (dnico) “punto infinito”, de modo que dos rectas son paralelas si y sélo
si comparten su punto infinito es lo que se conoce como “geometria proyectiva’.
El plano proyectivo contiene los puntos finitos “usuales” y una “recta infinita”
adicional, que tiene un punto en comin con cada recta “usual”.

Por ejemplo, en estos términos, los puntos infinitos son los conjugados iso-
gonales de los puntos de la circunferencia circunscrita de un triangulo. L]

Asi, en el segundo caso, que es el méas simple, la expresion del teorema de
Ceva se reduce a

BY

YC

lo cual se cumple porque las diagonales de un paralelogramo se cortan en su

punto medio. Reciprocamente, si se cumple esta relacion, entonces AY tiene

que pasar por el punto P donde se cortan las paralelas, ya que, llamando Y’ a
la interseccion de BC'y AP, se tiene que cumplir que

)

BY’
Y'C

=1

)

lo que implica que Y =Y.

El primer caso es similar. Ahora (en el supuesto de que la “ceviana” r que
pasa por C' sea paralela a AB) la formula del teorema de Ceva se reduce a
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Observemos que el cociente tiene que ser negativo. Por ejemplo, si C' esta entre
Ay Z, entonces Z esta en el semiplano opuesto a A respecto de r y B también
(porque AB no corta a r), luego P est4 entre By Z, con lo que la recta AP
pasa por un lado de ZCB y no puede pasar por C'Z, luego necesariamente pasa
por CB y el punto de corte tiene que ser Y, luego Y esta entre B y C, con lo
que el primer factor es positivo y el segundo es negativo.

Similarmente, si es A el que esté entre C'y Z, entonces Z esté en el semiplano
opuesto a C' respecto de AB, luego P también, luego B esta entre Z y P, luego
la recta AY pasa por un lado de 7ZBC y no puede pasar por ZB, luego pasa
por BC y el punto de corte tiene que ser Y, luego Y esta entre B y C, con lo
que de nuevo el primer factor es positivo y el segundo negativo.

Por 1ultimo, veamos que no puede ser que Z esté entre Ay C' y que la vez Y
esté entre B y C. En tal caso Y esta entre las dos paralelas r y AB, luego
también esta entre A y P. Consideramos el triangulo ﬁ, y vemos que ZB
no pasa ni por CY (porque B no esta entre Y y C) ni por AY (porque P no
estd entre A e Y), luego tampoco puede pasar por AC, lo que significa que Z
no esté entre Ay C.

Esto prueba que el signo de la expresion del teorema de Ceva es el correcto.
En cuanto a su valor absoluto, en cualquier caso se cumple que PY C' es seme-

jante a AY B y que CZP es semejante a AZ B, por lo que
BYCZ| ABPC
YCZA| PCAB
El reciproco se prueba exactamente igual que en el caso “usual” del teorema
de Ceva: si el producto da —1, consideramos el punto de corte P entre AY y la

paralela por C'y llamamos Z’ al punto donde PB corta a AC. El hecho de que
se cumpla la relacién tanto con Z como con Z' implica que Z = Z'. m

Similarmente, la figura siguiente muestra un tridngulo en el que hemos ele-
gido dos puntos Y, Z en dos de sus lados de modo que la recta que pasa por
ellos es paralela al tercero: C

Z/\_Y
A / \B
Asi es imposible elegir un tercer punto en la recta AB de modo que se

cumpla el teorema de Menelao. Sin embargo, el teorema se sigue cumpliendo si
entendemos, como antes, que el cociente que falta vale —1.

Explicitamente, lo que afirma la version extendida es que la recta Y Z es
paralela a AB (lo que se interpreta como que la recta Y'Z contiene el punto
infinito X de la recta AB o, en otros términos, que X,Y, Z estan alineados) si
y solo si

BY CZ

— ——— — 1.
YC ZA
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En efecto, es obvio que un factor es positivo si y solo si lo es el otro, es decir,
que Y esta entre By C siy solo si Z esta entre A y C, y la semejanza entre
Yoz y BCA implica inmediatamente que el producto es igual a 1. El reciproco
se prueba mediante la técnica habitual de tomar un punto Z’ tal que Y Z’ sea
paralela a AB y probar que Z' = Z.

Nota  Observemos que el teorema de Menelao con dos puntos infinitos no
se cumple nunca (porque la férmula se reduce a CZ/ZA = —1 que no puede
cumplirse si Z es finito) y con tres puntos infinitos es trivial (pues se reduce a
(—1)3 = —1).

En términos del plano proyectivo el dltimo caso se interpreta como que to-
mamos los tres puntos infinitos de los tres lados y, ciertamente, estan alineados,
pues los tres estan en la recta infinita, y el caso anterior es imposible porque
para que dos puntos infinitos estén alineados con un tercero, éste también tiene
que ser infinito, ya que una recta finita sélo contiene un punto infinito y no dos.

| |

4.7 El teorema de Desargues

Consideremos el problema siguiente:

Problema 4.2 Dadas dos rectas r y s que no sean paralelas y un punto P
exterior a ambas, trazar la recta que pasa por P y por su punto de interseccion.

En principio se trata de un problema trivial, pero imaginemos que la situa-
ciéon es la que muestra la figura siguiente:

S

U

;Podria el lector calcular la recta requerida mediante una construccion que
no se salga de la pagina de este libro? Una forma de conseguirlo es la siguiente:

1. Tomamos un punto arbitrario O exterior a las rectas y trazamos tres rectas
cualesquiera que pasen por O y que corten a las dos rectas dadas.

2. Trazamos rectas que pasen por P y por los puntos A y A’ donde una de
las rectas trazadas corta a r y s.

3. Llamamos By B’ a los puntos donde la rectas PA y PA’ cortan a otra de
las rectas trazadas en el primer paso. Llamamos C'y C’ a los puntos donde
la tercera de estas rectas corta a r y a s. Asi se forman dos triAngulos
ABC y ABC.

4. Llamamos @ al punto de corte entre BC'y B'C’.

5. La recta PQ es la recta buscada.
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No es evidente en absoluto que la construccién que acabamos de dar resuelva
el problema planteado, pero si que lo es para cualquiera que conozca el teorema
que vamos a exponer en este apartado.

Girard Desargues fue un matematico e ingeniero francés del siglo XVII, con-
temporaneo de Descartes, Fermat, Pascal o Mersenne. Sus trabajos no tuvieron
repercusion alguna en su tiempo, pues sus escritos eran muy densos, con una
terminologia propia muy peculiar, estaban escritos con letra muy pequena y
fueron publicados en tiradas tan reducidas que si han sobrevivido es principal-
mente gracias el cuidado que tuvo un amigo y discipulo suyo llamado Abraham
Bosse, el cual también redact6 versiones mas legibles de los tratados de su maes-
tro. De hecho, el teorema que vamos a demostrar aqui s6lo se conserva en un
tratado de Bosse titulado Maniere universelle de M. Desargues pour pratiquer
la perspective. Hoy se considera a Desargues el fundador de lo que se conoce
como “geometria proyectiva”, y el teorema que lleva su nombre es uno de sus
pilares fundamentales.

Definicién 4.58 Se dice que dos triangulos ABC y AB’C’ son copolares si las
rectas AA’, BB’ y CC’ son distintas y concurren en un mismo punto P, llamado
polo de ambos triangulos. Se dice que son coaziales si los puntos de corte de
las prolongaciones de sus lados (es decir, de AB con A’'B’, de AC con A'C’" y
de BC con B’C’) son colineales. La recta que los contiene es un eje de ambos
triangulos.

Teorema 4.59 (Teorema de Desargues) Dos tridngulos son copolares si y
sdlo si son coaziales.
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Admitiendo este resultado ya es evidente que la construcciéon precedente
resuelve el problema que habfamos planteado, pues lo que se hace en ella es
construir dos tridngulos copolares que tengan un lado sobre cada una de las
rectas dadas y de modo que su eje pase por Py Q). Por el teorema de Desargues,
la recta P(@) también tiene que pasar por el punto de corte de las rectas dadas.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que los tridangulos son copo-
lares y vamos a probar que los puntos X, Y, Z que muestra la figura anterior son
colineales. Por el teorema de Menelao basta probar que

AX BY 07
XB YC ZA

Para ello aplicamos el teorema de Menelao al tridngulo ABP y los puntos

colineales X, B’, A’, de modo que
AX BB PA
XB B'P AA

Ahora lo aplicamos a BC'P y los puntos Y, C’, B’, de modo que
BY CC" PR
YC C'P B'B

Por ltimo lo aplicamos a C AP con los puntos Z, A, C’, y concluimos que

07 AX PC

ZA AP CC
Multiplicando las tres igualdades anteriores y cancelando factores mutuamente
inversos queda

como queriamos probar.

Nota El argumento anterior presupone que existen los puntos X,Y, Z, es
decir, que las rectas que prolongan los lados correspondientes se cortan, lo cual
no tiene por qué ser cierto. Por ejemplo, la figura siguiente muestra el caso en
que Z no existe, porque las rectas AC y A’C’ son paralelas:
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Sin embargo, todavia podemos afirmar que los tridngulos son coaxiales si
convenimos! en entender esto como que la recta XY es paralela tanto a AC
como a A’C’. La prueba precedente vale en este caso sin cambio alguno, sin
mas que entender que los cocientes que contienen a Z valen —1.

Similarmente, la figura siguiente muestra el caso en el que no existen Y, Z,
es decir, que AC' es paralela a A’C’ y BC es paralela a B'C’, y lo que sucede
en tal caso es que, necesariamente, AB también es paralela® a A'B’:

De nuevo el argumento que hemos dado vale sin cambio alguno o, equivalen-
temente, podemos suponer por reduccion al absurdo que AB y A’B’ se cortan
en un punto (finito) X para concluir que AX/X B = —1, lo cual es imposible.

Supongamos ahora que los tridngulos son coaxiales. En tal caso no podemos
descartar que las rectas AA’, BB’ y CC’ sean paralelas (lo que se interpreta
como que se cortan en tres puntos alineados en la recta del infinito, asi que
consideraremos que en este caso los triAngulos también son copolares por defi-
nicion, con polo infinito), pero, si no es asi, si, por ejemplo, BB’ corta a CC’
en un punto P, queremos probar que AA’ también pasa por P.

INotemos que este convenio tiene una interpretacion natural si pensamos que Z es ahora
el punto infinito en el que se cortan las rectas AC' y A’C’, por lo que la colinealidad de X, Y,
Z significa en este caso que la recta XY tiene el mismo punto inifinito que las otras dos, es
decir, que es paralela a ambas.

2Esto se interpreta como que si Y, Z son dos puntos infinitos, entonces el punto X, para
ser colineal con ellos, tiene que ser también infinito.
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Los triangulos XBB y ZCC" son copolares con polo Y, luego por la parte
ya probada son coaxiales, lo cual significa que el punto A en que se cortan X B,
Z(C, el punto P en que se cortan BB’ y CC’ y el punto A’ en que se cortan
X B’y ZC' tienen que estar alineados, tal y como queriamos probar.

Nota En el transcurso de la demostracion hemos extendido la definicion de
tridngulos copolares para admitir la posibilidad de que el polo sea infinito, es
decir, que las rectas que unen sus vértices sean paralelas. Pero entonces falta
demostrar que si dos tridngulos son copolares con polo infinito también son
coaxiales, ya que sblo lo hemos probado en el caso de que el polo sea finito. La
figura siguiente ilustra esta posibilidad:

z

Tomamos cualquier punto A” en la recta A’C” distinto de A’, ¢’ 0 Z. Como
la recta AA’ es paralela a CC’, la recta AA” no puede serlo, y cortara a CC’ en
un punto P. A su vez, llamamos B” a la interseccién de la recta PB con C'B’.
(Estas rectas podrian ser paralelas, pero basta cambiar la eleccion de A” por
otra cualquiera y ya no lo seran.) Se forma asi un triangulo ATBTC! copolar con
ABC (con polo finito) respecto al cual los puntos Y, Z son los mismos (inclu-
yendo la posibilidad de que sean infinitos, es decir, de que los lados correspon-
dientes de los tridngulos sean paralelos). Por la version que hemos demostrado

del teorema de Desargues, la recta A” B pasa por el punto X (finito o infinito)
donde AB corta a Y Z.

En el caso en que los tres puntos X, Y, Z son finitos, el teorema de Menelao
nos da que

A'X BY CTZ
XB" YC' ZA"

)

y queremos probar que

AX BY CTZ
XB YO ZA

Ahora bien, cuanto méas proximo tomemos A’ al punto A’, la recta AA”
se parecera més a AA’ y el punto P estara mas alejado. Esto hara a su vez
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que el dngulo B'BB" sea cada vez menor, y lo mismo le sucederé a la longitud
de B’B”. En otras palabras, que tomando A” suficientemente proximo a A’
podemos hacer que B” esté arbitrariamente proximo a B’. A su vez, esto hace
que los tres cocientes de la primera de las dos igualdades anteriores (que vale —1
independientemente de la eleccion de A”) tiendan a cada uno de los cocientes de
la segunda igualdad. Por lo tanto se cumplira esta segunda igualdad, pero, por
el teorema de Menelao dicha igualdad tiene que cumplirse también si sustituimos
X por la interseccion de AB con A’B’, luego X tiene que ser dicha interseccion,
y esto es lo que teniamos que probar.

Si los tridngulos dados tienen un par de lados paralelos, como muestra la
figura siguiente, no perdemos generalidad si suponemos que son AC' 'y A’C’, con
lo que Z es infinito, y todo el razonamiento vale igualmente entendiendo que los
cocientes en los que aparece Z valen —1.

Por dltimo, si los tridngulos tienen dos pares de lados paralelos, podemos
suponer que son BC con B’C’" y AC con A’C’. Entonces el teorema de Desargues
para polos finitos nos da que los tres lados de A” B”C’ son paralelos a los lados

correspondientes de ABC), es decir, que A” B” es paralela a BA cualquiera que
sea la eleccion de A”:

., K

/ -

El teorema de Tales nos da que C’A”/C"B" es constante, independiente-
mente de A", luego al pasar al limite tendremos que C’A’/C’B’ toma el mismo
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valor, y esto implica que A’B’ tiene que ser paralela a cualquier A”B” vy, por
consiguiente, a AB, luego los dos tridangulos de partida tienen sus lados parale-
los dos a dos, lo que se interpreta como que los puntos de corte de cada par de
lados estéan alineados en la recta del infinito.

Reciprocamente, en la prueba de que si los tridngulos son coaxiales también
son copolares hemos usado que los puntos X, Z son finitos, aunque la prueba
vale igualmente si el punto Y es infinito, es decir, si el lado BC' es paralelo al
lado B’C’, pero falta probar que el teorema de Desargues sigue siendo cierto si
dos de los lados son paralelos, es decir, si, por ejemplo, los puntos X e Y son
infinitos, en cuyo caso la coaxialidad se interpreta como que el punto Z también
es infinito, es decir, que los tridngulos tienen sus lados paralelos dos a dos, como
muestra la figura:

Tenemos que probar que en tal caso los tridngulos también son copolares. Si
las rectas AA’, BB’ y CC’ son paralelas, entonces entendemos que se cortan en
un punto infinito P, que es el polo de los triangulos. Pero si dos de ellas, por
ejemplo AA’ y CC’, se cortan en un punto finito P, tenemos que probar que la
tercera, BB’ también pasa por P.

Ahora bien, los tridngulos APC' y A’ PC’ son semejantes, luego

PA PC
PA PCT
luego la homotecia de centro P y razon r transforma A en A’ y C en C’, luego
transforma la recta AB en la recta paralela que pasa por A’, es decir, en A’B’

y la recta BC' en la recta paralela que pasa por C’, es decir, en B'C’, luego
transforma B en B’, y asf estos puntos estan alineados con P. L]

r

)

Veamos una aplicacién:

Teorema 4.60 Los puntos donde se cortan cada lado de un tridngulo y el lado
opuesto de su tridngulo de Gergonne estdn alineados.
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DEMOSTRACION: El teorema 4.27 afirma que todo triangulo es copolar con
su tridngulo de Gergonne, y el polo es el punto de Gergonne. Por el teorema de
Desargues, ambos triangulos son coaxiales, y eso es precisamente lo que afirma
el teorema. ]

Igualmente se prueba:

Teorema 4.61 Los puntos donde se cortan cada lado de un tridngulo y el lado
opuesto de su tridngulo ortico estdn alineados.

g 7 Ie B

Teorema 4.62 En un tridngulo no rectdngulo, el tridngulo tangencial y el
tridngulo ortico son homotéticos y, si el tridngulo no es equildtero, el centro
de la homotecia estd sobre la recta de Fuler, al igual que el circuncentro del
tridngulo tangencial.

DEMOSTRACION: Por 4.15 sabemos que ambos tridngulos tienen sus lados
paralelos, luego son coaxiales con eje infinito. El teorema de Desargues nos
asegura que son copolares, pero en principio no podemos asegurar que el polo
no sea infinito. Para ver que no es asi basta probar que las rectas que unen dos
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pares de vértices son secantes. En el caso de un tridngulo acutangulo es facil
convencerse de que es asi, ya que el tridAngulo ortico esta dentro del tangencial.
Si el triangulo es obtusangulo (por ejemplo con angulo obtuso en C) es menos
obvio, pero también es cierto. La situacion es la que muestra la figura siguiente.

Sabemos que T4Tg es paralela a P, P,, y ademés es facil ver que T4 y P,
tienen que estar en el mismo semiplano respecto de OC, mientras que 15 y P,
estan en el semiplano opuesto. Esto garantiza que las rectas T4 P, y T P, tienen
que cortarse.

Tc

A N

Asi pues, por el teorema de Desargues, las tres rectas que unen los vértices
correspondientes de los dos tridngulos se cortan en un mismo punto X. La
homotecia con centro en dicho punto y que transforma P, en T4 transforma P, P,
en la recta paralela que pasa por T4, luego tiene que ser TxTg y el homotético
de P, tiene que estar en T4Tp y también en la recta X P,, luego tiene que ser
Tp. Igualmente se concluye que el homotético de P, tiene que ser T, luego los
tridngulos son homotéticos.

Si el triangulo de partida es acutangulo, entonces, segtun 4.5, el incentro del
triangulo ortico es el ortocentro H, y el del tridAngulo tangencial es el circuncen-
tro O, luego tienen que ser homotéticos, luego X esté en la recta que pasa por
ellos, que es la recta de Euler.

Si el tridngulo de partida es obtusdngulo, por ejemplo, con dngulo obtuso
en C, entonces H es el excentro del tridngulo o6rtico correspondiente al vértice
P, y O es el excentro del tridngulo tangencial correspondiente a T, por lo que
llegamos a la misma conclusion.

Finalmente, la homotecia entre el triangulo ortico y el tangencial transforma
el circuncentro del primero (que es el centro N de la circunferencia de los nueve
puntos) en el circuncentro del segundo, luego ambos estan alineados con el centro
de la homotecia. Como éste y N estan sobre la recta de Euler, el circuncentro
del tridangulo tangencial también lo esté. L]



Capitulo V

Circunferencias

Consideremos tres circunferencias cualesquiera, como las que muestra la fi-

gura, en la que se ven también tres ejemplos de circunferencias que son a la vez
tangentes a las tres dadas:

No es evidente como encontrarlas, ni cuantas se pueden construir en total.
Este problema (encontrar todas las circunferencias tangentes a tres circunferen-
cias dadas) fue planteado y resuelto en el siglo IIT a.C. por Apolonio de Perga
en su tratado Era¢ai (Tangencias). No se conserva esta obra, pero se conoce
por una referencia a ella en un tratado de Papo de Alejandria, en el que da
algunas indicaciones sobre el método empleado por Apolonio. En el siglo XVI
varios matematicos se interesaron por resolver el problema de Apolonio, y la
primera solucién conocida se debe a Adriaan van Roomen, que usaba intersec-
ciones de hipérbolas. Poco después Francois Viéte obtuvo una soluciéon que sélo
requeria de regla y compés, y que probablemente iba en la linea de la soluciéon
de Apolonio. Posteriormente se han encontrado muchas otras con técnicas muy

diversas. Una discusion exhaustiva de todos los casos que pueden darse no se
publicé hasta 1983.

203
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El problema de Apolonio es un ejemplo de los problemas no triviales que
pueden plantearse sobre circunferencias. Nosotros lo resolveremos usando el
concepto de inversiéon respecto de una circunferencia, pero antes conviene intro-
ducir otros conceptos previos.

5.1 El teorema de la potencia

El teorema 3.8 muestra un hecho sencillo sobre circunferencias que resulta
ser un caso particular de un hecho méas profundo. Antes de mostrarlo en toda
su generalidad veamos otros casos particulares:

Teorema 5.1 Si P es un punto exterior a una circunferencia por el que pasan
una recta tangente en T y otra secante en A, B, entonces PA- PB = PT".

Los angulos marcados como « son iguales, por los teoremas 1.26 y 1.41, ya

que ambos abarcan el mismo arco. Por lo tanto, los tridngulos PBT y PTA
son semejantes, ya que tienen dos angulos iguales. Esto implica que

PT PA
PB  PT’
de donde se sigue la relaciéon del enunciado. L]

El teorema siguiente afirma que 3.8 vale igualmente si las cuerdas se cortan
fuera del circulo:

Teorema 5.2 Si P es un punto exterior a una circunferencia por el que pasan
dos rectas que la cortan en los puntos A, B y C, D, respectivamente, entonces

AP-BP=CP-DP.
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A

Es facil dar una prueba directa de este resultado, pero no lo vamos a hacer

porque es una consecuencia trivial del teorema siguiente que vamos a demostrar,
para lo cual tenemos que introducir el concepto central de esta secciéon:

Definicion 5.3 La potencia de un punto P respecto de una circunferencia de
. ——2
centro O y radio r se define como II(P) = OP" — r2.

Es claro entonces que II(P) = 0 equivale a que el punto P esté en la circun-
ferencia. Si P es exterior, la situacién es la siguiente:

. . =2

Por el teorema de Pitagoras concluimos que II(P) = PT", y el teorema 5.1
se traduce en que si una recta que pasa por P corta a la circunferencia en dos
puntos A y B, entonces

PA.PB =TI(P).

Si el punto P es interior a la circunferencia, entonces II(P) < 0 y, por el
teorema 3.8, vemos que AP - PB = PC" =% — OP = —1I(P).

C

<

Por lo tanto:
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Teorema 5.4 (de la potencia) Si un punto P no estd en una circunferencia
¢ y una recta que pasa por P corta a la circunferencia en dos puntos A y B
(admitiendo A = B si la recta es tangente), entonces

AP - BP = +11(P),

donde el signo es positivo si P es exterior a la circunferencia y negativo si es
nterior.

En realidad el teorema vale también si P estd en la circunferencia enten-
diendo que entonces es al menos uno de los puntos A o B. Asi los dos miembros
de la igualdad valen 0.

Observemos también que si consideramos longitudes dirigidas, como las de-
finimos en la seccion 3.6, entonces el teorema de la potencia puede enunciarse

con la formula
AP . BP = T(P),

pues, ciertamente, si P es interior a la circunferencia, los segmentos AP y BP
tienen signos opuestos, luego su producto es negativo, mientras que si P es
exterior ambos factores tienen el mismo signo y el producto es positivo.

Ahora es inmediato el teorema 5.2, pues los dos miembros de la igualdad son
iguales a II(P). Mas aun, la version con longitudes dirigidas admite un teorema
reciproco:

Teorema 5.5 Sean A, B, C, D cuatro puntos distintos tales que las rectas AB
y CD se corten en un punto P y, considerando longitudes dirigidas, se cumpla

AP.-BP=CP.-DP.
Entonces, los cuatro puntos estan sobre una misma circunferencia.

DEMOSTRACION: Observemos que P tiene que ser distinto de los cuatro
puntos dados, pues si coincidiera con uno, por ejemplo, con A, habria que
entender que AP = 0, luego también tendria que ser nulo uno de los segmentos
del segundo miembro de la igualdad, luego P también seria igual a C' o D y los
cuatro puntos dados no serfan distintos.

Consideremos la circunferencia que pasa por A, B y C, de manera que
AP - BP =TI(P). La recta CD no puede ser tangente a la circunferencia, pues

entonces tendriamos que II(P) = CP° =CP- DP, luego CP = DP como
longitudes orientadas, luego C' = D, en contra de lo supuesto.

Por lo tanto, CD es secante a la circunferencia. Sea D’ el otro punto de
corte. Por el teorema de la potencia tenemos que

CP-DP=AP-BP=CP-D'P,

de donde se sigue que D’P = DP como longitudes orientadas, lo cual equivale
aque D=D" "
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De la propia definicion se sigue que la potencia de un punto respecto de
una circunferencia prefijada depende tinicamente del valor de OP, por lo que el
lugar geométrico de los puntos cuya potencia es igual a la de un punto P es la
circunferencia de centro O que pasa por P.

Es obvio que un punto no puede tener la misma potencia respecto de dos
circunferencias concéntricas. En cambio, si no son concéntricas, la situacion es
la siguiente:

Teorema 5.6 Fl lugar geométrico de los puntos que tienen la misma potencia
respecto de dos circunferencias no concéntricas es una recta perpendicular a la
recta que une sus centros.

DEMOSTRACION: Consideremos dos circunferencias de centros O y Oy y
radios respectivos r1 y r2. Un punto P tendra la misma potencia respecto de
ambas si y s6lo si

PO, — 12 =P0; — 12
Sea L el pie de la perpendicular a O;05 que pasa por P y llamemos d; = LOq,
do = LOs, d = 010s.

Entonces, la igualdad anterior equivale a

PL +d2—r2=PL +d2—r2

o también a (dy +da)(d; —d2) = r?—r3. Ante todo, esta expresion no depende de
P, luego hemos demostrado que el lugar geométrico del enunciado es la unién de
todas las perpendiculares a 0102 cuyo pie L cumple la relacién a la que hemos
llegado. Soélo falta probar que, para cada ntmero real R = r? — r3, existe un

anico punto L en O102 que cumple (d; + d2)(d; — d2) = R.

Intercambiando si es preciso los puntos O; y Os, no perdemos generalidad
si suponemos R > 0, lo cual equivale a que d; > ds.

Los puntos L situados entre O; y Oy (incluyendo la posibilidad L = O3)
cumplen d = dy + da, dy —ds = dy — (d — dy) = 2d; — d, luego

0<R=d(d —dy) < d?
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y, concretamente, d(2d; — d) = R, luego
r? —r2 +d?
2d

Por otra parte, si Os esté entre O y L, es decir, O1—Os—L, entonces d; —ds = d,
di+do =dy + (dl — d) = 2d, — d, luego

R = d(d1 —|—d2) > d?

di =

y d(2d; —d) = R y llegamos a la misma féormula que antes. Si fuera Oy —O; — L
entonces d; < dg, en contra de lo que estamos suponiendo. Por lo tanto, la
posicién de L respecto de O y Oy viene determinada segtn si R < d? o si
R > d? y en ambos casos hay un tnico valor posible para d;, luego también
para ds, lo que significa que L es tnico. L]

Definicion 5.7 La recta formada por los puntos cuya potencia respecto a dos
circunferencias dadas no concéntricas es la misma se llama eje radical de las

circunferencias.

Por ejemplo, si dos circunferencias son secantes, los puntos de corte estan en
el eje radical, pues ambos tienen potencia nula respecto de ambas circunferen-
cias, luego el eje radical es simplemente la recta que pasa por dichos puntos de
corte.

Similarmente concluimos que si las circunferencias son tangentes entonces
el eje radical es su tangente comin, pues el punto de tangencia tiene que estar
en el eje y la tangente es perpendicular a la recta que une los dos centros.
Otro caso obvio se da cuando las dos circunferencias tienen el mismo radio.
La formula para d; que hemos obtenido en la prueba del teorema anterior se
reduce a d; = d/2, de donde se sigue que el eje radical es la mediatriz de 0104
(notemos que R = 0, por lo que en este caso L tiene que estar entre los dos
centros).

Problema 5.1 Construir el eje radical de dos circunferencias dadas mo con-
céntricas.

1. Dadas dos circunferencias de centros O; y O, trazamos un rectangulo
P P,(Q2Q1, donde P, y P, son puntos donde las circunferencias cortan a
la recta O105.
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2. Trazamos la circunferencia de centro O; que pasa por Q;.

3. Hay que elegir @); lo suficientemente alejado de P; para que las circunfe-
rencias anteriores se corten en dos puntos Ry y Rs.

4. Larecta Ry Rs es el eje radical de las circunferencias, pues si representamos
por II; la potencia respecto a la circunferencia i, entonces tenemos que

IL(R;) =11;(Q;) = PiQiz, que vale lo mismo para i = 1, 2. =

Potencia respecto de un punto Observemos que si llamamos circunferencia
de centro O y radio 0 al punto O, la definiciéon de potencia de un punto P
respecto de una circunferencia se particulariza a una definicion de potencia de
un punto P respecto de otro punto O, que no es sino

o(P) = OP .

El teorema 5.6 vale exactamente con la misma prueba si una o las dos cir-
cunferencias dadas son puntos. No obstante, el caso de dos puntos es inmediato,
pues los puntos que tienen la misma potencia respecto de dos puntos son los que
equidistan de ellos. Por lo tanto, el eje radical de dos puntos es la mediatriz del
segmento que determinan.

La prueba del teorema 5.6 muestra que los puntos con la misma potencia
respecto de un punto y una circunferencia forman igualmente una recta perpen-
dicular a la recta que une los centros, por lo que tenemos definido el eje radical
de un punto y una circunferencia, y puede construirse con el procedimiento ex-
plicado en el poblema 5.1 (tomando P; = O; en el caso de la circunferencia de
radio 0). "

Por ejemplo, los dos teoremas siguientes valen sin cambio alguno incluso si
todas o algunas de las circunferencias son puntos:

Teorema 5.8 Dadas tres circunferencias cuyos centros no estén alineados, los
ejes radicales de cada par de ellas son concurrentes.

N

DEMOSTRACION: Es claro que dos ejes cualesquiera no son paralelos, luego
se cortan en un punto P, que cumple II; (P) = IIx(P) y y(P) = II3(P), luego
también se cumple II; (P) = II5(P), y esto significa que P esta en el eje radical
del tercer par. m
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Definicion 5.9 Dadas tres circunferencias con centros no alineados, el punto
de corte de los ejes radicales de cada par de ellas se llama centro radical de las
tres circunferencias.

Terminamos con un resultado técnico al que le sacaremos partido méas ade-
lante:

Teorema 5.10 (Casey) Dadas dos circunferencias de centros Oy # Oz y un
punto cualquiera P, sea L la interseccion con 0102 del eje radical y sea P’ el pie
de la perpendicular a O104 que pasa por P. Entonces, considerando longitudes
orientadas:

I, (P) — TIy(P) = 20,0, - LP".

P

0, L P o,

DEMOSTRACION: En efecto, si las circunferencias tienen radios 1 y ra,
——2 —2
II;(P) —IIy(P) = O1P" —r7 — POy +73.

Por una parte:

O.P> = PP +0,P"°, PO, =PP" + PO,

2 2 2 2 . .
luego POy — POy = O1P" — P'Oy . Por otra parte, como L tiene la misma
potencia respecto a ambas circunferencias:

0L~} =10; 13,

luego 72 — 13 = O:L° —TO5 y en total

I (P) — Iy(P) = O1 P — POy — (01 — LO5 ) =
(0P + PO3)(O1 P — P'O3) — (O1L + LO3)(O: L — LO3).

Ahora observamos que, al considerar las longitudes orientadas, sea cual sea
la posicion de los puntos considerados en 0105, se cumple que

O1P"+ P'Oy = 0109, O1L + LOy = 010,.

Por lo tanto,

II;(P) —1Ix(P) = 0102(01P"— POy —0O1L+ LO>)
0109 (OlL + LP" — (W—F LOQ) —O1L + LOQ)
— 0:0,(TP — PL) = 20,0, - TP
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5.2 Circunferencias ortogonales

El angulo que forman dos circunferencias secantes en un punto de corte
se define como el angulo (orientado) que forman las rectas tangentes en dicho
punto. Ahora bien, si consideramos la figura siguiente, vemos que los dngulos
marcados son iguales:

pero eso no significa que los angulos que forman las dos circunferencias en sus
dos puntos de corte sean iguales, sino que claramente son suplementarios.

Diremos que dos circunferencias secantes son ortogonales si forman angulos
rectos en sus puntos de corte (en este caso en particular, es indiferente el punto
considerado). Claramente, esto equivale a que la tangente a cada una por cada
punto de corte pase por el centro de la otra, y también a que los radios que
pasan por los puntos de corte sean ortogonales:

Si dos circunferencias tienen radios r1 y r y la distancia entre sus centros
es d, seran ortogonales si y solo si d? = r? + r2.

En efecto, una implicacién es obvia por el teorema de Pitagoras, y si se cum-
ple esta relacién, podemos formar dos tridngulos rectangulos cuya hipotenusa
sea el segmento que une los centros y cuyos catetos midan ry y ro, y entonces los
otros dos vértices tienen que estar en ambas circunferencias, luego son secantes,
y es facil concluir que son ortogonales.

Observemos que cada punto exterior de una circunferencia es el centro de
una unica circunferencia ortogonal a la dada, pues por dicho punto podemos
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trazar dos tangentes a la circunferencia dada (véase el problema 1.15) y la cir-
cunferencia requerida es necesariamente la que pasa por los puntos de tangencia.

Ahora supongamos que tenemos dos circunferencias dadas y un punto P
exterior a ambas. Si la circunferencia de centro P ortogonal a cada una de ellas
es la misma, eso significa que, con la notacion de la figura siguiente, PA; = P By,
lo cual a su vez es lo mismo que Iy (P) = IIx(P), luego P esté en el eje radical
de las dos circunferencias.

Reciprocamente, si P esta en el eje radical (y es exterior a ambas circunfe-
rencias), se cumple que IT; (P) = II5(P), lo que significa que la distancia de P a
los puntos de tangencia a ambas circunferencias es la misma, y por lo tanto los
cuatro puntos de tangencia estdn sobre una misma circunferencia de centro P,
que sera ortogonal a las dos circunferencias dadas. Asi pues:

Teorema 5.11 FEl lugar geométrico de los centros de las circunferencias orto-
gonales a dos circunferencias dadas es el conjunto de los puntos del eje radical
que son exteriores a ambas circunferencias.

Nota Observemos que el teorema vale igualmente si una o las dos circunfe-
rencias dadas son puntos, entendiendo que una circunferencia es ortogonal a un
punto si pasa por él.

En efecto, en el caso de dos puntos es trivial, pues lo que afirma el teorema
es que el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que pasan por
dos puntos dados es la mediatriz del segmento que determinan.

En el caso de un punto O; y una circunferencia de centro Os el razonamiento
que hemos dado vale sin cambio alguno: un punto P es el centro de una cir-
cunferencia que pasa por O; y es ortogonal a la circunferencia de centro Oz si
y solo si P es exterior a la circunferencia y PO; = PBj, donde By es uno de
los puntos donde tocan a la circunferencia sus tangentes por P, y esto equivale
a que IT; (P) = II5(P), es decir, a que P esté en el eje radical del punto y la
circunferencia (y sea exterior a ésta). n

Esto nos permite resolver algunos problemas no triviales:
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Problema 5.2 Construir una circunferencia ortogonal a tres circunferencias
dadas.

El centro de la circunferencia requerida tiene que estar en los ejes radicales
de cada par de circunferencias, es decir, tiene que estar en su centro radical. En
particular, si los centros de las circunferencias estan alineados el problema no
tiene solucién. En caso contrario, basta construir el centro radical y luego trazar
una tangente a una de las circunferencias por dicho punto. La circunferencia
requerida es la circunferencia cuyo centro es el centro radical y que pasa por el
punto de tangencia:

En la figura hemos calculado el eje radical de las circunferencias de centro
01 y Oz y el de las circunferencias de centro O; y O3 (que es simplemente la
recta que pasa por los puntos de corte). Su interseccion es el centro radical C'
de las tres circunferencias, luego hemos calculado los puntos de tangencia desde
C a la circunferencia de centro O1, que nos dan el radio de la circunferencia
requerida. m

Exactamente la misma construccion resuelve los dos problemas siguientes:

Problema 5.3 Construir una circunferencia ortogonal a dos circunferencias
dadas que pase por un punto dado.

Problema 5.4 Construir una circunferencia ortogonal a una circunferencia
dada que pase por dos puntos dados.

En el caso en que hay dos puntos dados, uno de los ejes radicales es simple-
mente la mediatriz del segmento que determinan. En todos los casos es necesario
que los centros de las circunferencias (o los puntos) no estén alineados.
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5.3 Inversion

Finalmente estamos en condiciones de estudiar uno de los conceptos mas
potentes para el estudio de las circunferencias:

Definicién 5.12 Dada una circunferencia ¢ de centro O y radio r, llamaremos
inverso de P respecto de ¢ al tinico punto P’ situado sobre la semirrecta de
origen O que pasa por Py que cumple

OP-OP" =r2.

A partir de esta definicién es evidente que si P es un punto exterior a la
circunferencia, es decir, si OP > r, entonces su inverso es interior, pues cumple

,,,2 T2

OP =—< — =,
OP r
y viceversa. También es claro que los puntos de la circunferencia son los inicos
que coinciden con sus inversos. Ademas, el inverso del inverso es el propio
punto, por lo que en realidad tenemos una relaciéon de inversién que empareja
cada punto interior de la circunferencia distinto de O con un punto exterior, y
viceversa.

Veamos una forma practica de calcular el inverso de un punto:

Teorema 5.13 En inverso respecto a una circunferencia de un punto exte-
rior P es la interseccion con OP del segmento que une los puntos de tangencia
de las rectas tangentes a la circunferencia que pasan por P. Reciprocamente,
el inverso de un punto interior P' (distinto de O) puede calcularse trazando
la perpendicular a OP por P’ y luego las tangentes a la circunferencia por los
puntos A y B. El inverso es el punto donde se cortan las tangentes.

A

o |P p

B

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que los tridngulos OAP y OP’'A
son semejantes, pues tienen dos angulos iguales, por lo que

04 OP

oP’ OA’
luego OP - OP' = r2. .

Las propiedades mas relevantes de la inversién se deducen del teorema si-
guiente:
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Teorema 5.14 Si P, P' y Q, Q' son dos pares de puntos inversos respecto de
—_—

una circunferencia que no sean colineales con su centro, los tridngulos OPQ y

—_—

OQ'P son inversamente semejantes.

4

Q

DEMOSTRACION: Se cumple que

OP-OP' =r*=0Q - 0Q/,

luego L

or  0Q

o’ P’
luego los tridngulos tienen dos lados proporcionales que forman el mismo angulo.
Es claro que la semejanza es inversa. m

Notemos que en realidad podemos calcular la figura inversa a cualquier fi-
gura dada, entendida como la figura formada por los inversos de los puntos de
la figura dada (menos el centro O de la circunferencia, si es que esta en la fi-
gura). El teorema anterior nos permite calcular las inversas de las rectas y las
circunferencias:

Teorema 5.15 Fijada una circunferencia de centro O, la inversa de una recta
que pasa por O es ella misma y la inversa de una recta que no pasa por O es
una circunferencia que pasa por O y viceversa.

)
T

DEMOSTRACION: La primera parte es inmediata a partir de la definicién
de inversi6on. Si la recta r no pasa por O, sea (Q el pie de la perpendicular
a r que pasa por O. Entonces, si P es cualquier punto de r distinto de @,
el triangulo ﬁ es rectangulo en @, luego, por 5.14, el tridngulo OQA’P’ es
rectangulo en P’. Por lo tanto, cuando P varia en r, su inverso P’ es siempre
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el vértice de un tridngulo rectangulo con los otros dos vértices en O y @Q’, luego
estd en la circunferencia de diametro OQ’. Reciprocamente, todo punto P’ de
esta circunferencia distinto de O y de @’ forma un tridngulo rectangulo, luego

—_—
su inverso P formard un tridngulo OPQ rectangulo en @, luego estara en la
recta 7.

Ahora consideremos una circunferencia que pasa por O y sea ()’ el punto
diametralmente opuesto a O. Cada punto P’ de la circunferencia distinto de
estos dos forma un triangulo (ﬁ’ rectangulo en P’, luego el tridngulo Of@-’
es rectangulo en @), luego P esta en la recta perpendicular a OQ) que pasa por Q.
La inversa de esta recta tiene que ser una circunferencia que contenga a la dada,
luego tiene que ser la circunferencia dada. ]

Falta determinar la inversa de una circunferencia que no pase por O:

Teorema 5.16 Fijada una circunferencia de centro O, la inversa de una cir-
cunferencia que no pase por O es otra circunferencia que tampoco pasa por O, y
ambas circunferencias son homotéticas respecto de una homotecia de centro O.

DEMOSTRACION: Sea ¢ una circunferencia que no pase por O. Consideramos

una recta cualquiera que pase por O y corte a ¢ en dos puntos Py ). Entonces,
la potencia de O respecto de ¢ es

11,(0) = OP - 00.

Por otro lado, si la circunferencia de inversiéon tiene radio r, tenemos que

OP-OP =12,
luego

oF 2

0Q IL(0)

Esto significa que P’ es la imagen de @ por la homotecia de centro O y razon
r?/I1.(O). Por lo tanto, una forma de calcular el inverso P’ de un punto P
de ¢ es calcular el otro punto @@ donde la recta OP corta a c y aplicarle la
homotecia de centro O y razon r?/I1.(O). Una ligera modificacién del calculo
muestra que esto vale igual si OP es tangente a ¢, y la conclusién es que la
inversa de c esta contenida en la circunferencia homotética ¢’. Pero aplicando
lo que hemos probado a ¢’ obtenemos que su inversa tiene que estar contenida
en una circunferencia homotética que contiene a ¢, luego tiene que ser ¢, y asi
resulta que todos los puntos de ¢’ son inversos de puntos de c. L]

Nota FEn el capitulo anterior hemos visto que las variantes de los teoremas
de Ceva, Menelao o Desargues pueden verse, respectivamente, como casos par-
ticulares de un mismo teorema si pensamos que cada recta contiene un punto
infinito, de modo que dos rectas pasan por el mismo punto infinito si y sélo si
son paralelas.
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En este contexto, todos los casos considerados en los dos teoremas preceden-
tes pueden verse como casos particulares de un mismo teorema si pensamos que
todas las rectas pasan por un mismo punto infinito, asi como que una recta es
una circunferencia que pasa por el (nico) punto infinito, y que el inverso del
centro de una circunferencia es el punto infinito y viceversa.

Con estos convenios, lo que dicen los dos teoremas precedentes es simple-
mente que la inversa de una circunferencia es otra circunferencia. Si la circun-
ferencia dada pasa por el centro O de la inversion, entonces la figura inversa
es una circunferencia que pasa por el punto infinito, es decir, una recta que no
pasa por O, ya que la circunferencia dada no pasa por el punto infinito. En
cambio, si la circunferencia dada no pasa por O (teniendo en cuenta que tam-
poco pasa por el punto infinito), entonces la inversa tampoco lo hace, luego es
otra circunferencia que no pasa por O.

Similarmente, la imagen de una recta que pasa por O (y por el punto infinito)
es una circunferencia que también pasa por O y por el punto infinito, es decir,
una recta que pasa por O, y la imagen de una recta que no pasa por O (pero
si por el punto infinito) es una circunferencia que pasa por O, pero no por el
punto infinito, luego es una auténtica circunferencia que pasa por O.

Los teoremas sobre la inversion respecto de una circunferencia valen también
para rectas si definimos entonces la inversiéon como la simetria usual respecto
de la recta.

Otro ejemplo de la utilidad de considerar a las rectas como circunferencias
que pasan por el punto infinito lo tenemos en el problema 5.2. Alli hemos obser-
vado que, dadas tres circunferencias, existe una tnica circunferencia ortogonal
a todas ellas salvo en el caso de que tengan los centros alineados. Con este
convenio la excepciéon desaparece, pues si los centros estan alineados la “cir-
cunferencia” ortogonal es la recta que pasa por sus centros (aunque si las tres
tienen el mismo centro se pierde la unicidad, pues toda recta que pase por él es
ortogonal a las tres circunferencias). L]

Segin hemos observado, la inversa de una recta OP respecto de una cir-
cunferencia de centro O es la propia recta OP, pero, més precisamente, es facil
deducir de la definicion de inversién que el inverso del segmento OP es la semi-
rrecta de OP con origen en el inverso P’ que no contiene a O:

A su vez, de aqui se deduce lo siguiente:
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Teorema 5.17 Fijada una circunferencia C de centro O, si una circunferencia
¢ contiene el punto O en su interior, entonces los inversos de los puntos inte-
riores de c respecto de C' son los puntos exteriores de ¢ y viceversa. En cambio,
si O estd en el exterior de c, los inversos de los puntos interiores de ¢ son los
puntos interiores de c', y viceversa.

DEMOSTRACION: Si O esté en el interior de ¢ y P es un punto interior
arbitrario, entonces la situacion es la que muestra la figura siguiente:

‘/

El segmento OP no corta a c luego su inverso, que es una semirrecta de
origen en P’, no corta a ¢, lo cual se traduce en que P’ es exterior a ¢’. Por
el contrario, si un punto @ es exterior a c, el segmento OQ) corta a c una vez,
luego su inverso es una semirrecta de origen en Q' que corta a ¢’ una vez, lo
cual solo es posible si Q' es interior a ¢’

En cambio, si O esté en el exterior de ¢, la situaciéon es la que muestra la
figura siguiente:

¢
C
(0]
Qq

Si P es un punto interior de c, el segmento OP corta a ¢ una vez, luego su
inverso, que es una semirrecta de origen P’, corta a ¢’ una vez, lo que se traduce
en que P’ es interior a ¢’. En cambio, si () es un punto exterior, el segmento
OQ tiene que cortar a ¢ dos veces o ninguna, y lo mismo vale para la semirrecta
inversa, de origen Q)’, lo que significa que Q’ es exterior a c'. "

El teorema 5.16 afirma que la inversa de una circunferencia que no pasa
por el centro de la circunferencia respecto a la que se calcula la inversion es
otra circunferencia. Ahora vamos a probar que dos circunferencias dadas son
inversas respecto de una circunferencia elegida adecuadamente.
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Definicion 5.18 Una circunferencia de antisimilitud de dos circunferencias da-
das es una circunferencia respecto a la cual sean inversas.

Segun el teorema 5.16, la inversa de una circunferencia ¢; respecto una cir-
cunferencia de centro O es una circunferencia ¢, homotética a ¢; por una ho-
motecia de centro O cuya razon tiene el signo de II;, (0), es decir, positivo si O
es exterior a ¢ y negativo en caso contrario. En particular, el centro O de una
circunferencia de antisimilitud de dos circunferencias tiene que ser uno de sus
centros de similitud (definicién 3.26).

Si una de las circunferencias es exterior a la otra, es facil ver que ambos
centros de similitud son exteriores (se sigue facilmente del procedimiento que
hemos visto para calcularlos tras la definicion 3.26), por lo que la semejanza
tiene que tener razén de signo positivo, y esto descarta el centro de similitud
Cs correspondiente a la homotecia de razén negativa.

Si las dos circunferencias tienen el mismo radio, entonces no hay otro centro
de similitud y las circunferencias dadas no son mutuamente inversas respecto
de ninguna circunferencia. (Pero podemos considerar que son inversas respecto
de la mediatriz del segmento determinado por sus centros, si entendemos que la
inversion respecto de una recta es la simetria respecto a ella).

Si los radios son distintos hay una tnica circunferencia de antisimilitud,
pues ya sabemos que su centro tiene que ser el centro C correspondiente a la
homotecia de razon positiva y la circunferencia de antisimilitud esta determinada
por la construccién que muestra la figura siguiente:

Como el inverso del punto P tiene que ser Pj, el tridngulo indicado en la
figura tiene que ser rectangulo, lo que obliga a que la circunferencia de antisimi-
litud sea necesariamente la que pasa por las intersecciones entre la circunferencia
de diametro Cy P, y la perpendicular a 0105 por P». Esta condicién necesaria
también es suficiente, pues la inversa de ¢; por dicha circunferencia tiene que
ser una circunferencia homotética a ¢; por una homotecia de centro C y razéon
positiva que hace corresponder P, con P| (notemos que no es lo mismo la ima-
gen de P, por la inversién que por la homotecia), pero co cumple esto mismo
y no hay més que una homotecia de razén positiva con un centro dado y que
transforme un punto dado en otro. Asi pues, la inversa de c¢; tiene que ser cso.
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Supongamos ahora que una de las circunferencias esta contenida en la otra
(sin tocarse), por ejemplo, c¢; dentro de co. Entonces la situacion es la que
muestra la figura siguiente. Los dos centros de similitud estan contenidos en ¢y,
luego la semejanza tiene que tener razéon negativa, y esto descarta el centro de
similitud Cy. La circunferencia de antisimilitud de centro Cy esta determinada
por la misma condicion necesaria que en el caso anterior (exigiendo ahora que
el inverso de P, sea Pj), que es también suficiente por el mismo motivo: la
inversa de ¢; sera también su imagen por una homotecia de centro Cs, de razon
negativa que transforma P, en Py, y esto lo cumple también ¢y, luego tiene que
Ser co.

Si las circunferencias son tangentes la situacién es muy similar. Si son mu-
tuamente exteriores, el punto de tangencia es Cy y hay que descartarlo, porque
una inversion respecto a una circunferencia de centro Cy transformaria las cir-
cunferencias en rectas. Y con centro C; la tnica circunferencia de antisimilitud
es la que pasa por el punto de tangencia. Si son tangentes interiores el punto
de tangencia es C y se descarta por el mismo motivo, y la tinica circunferencia
de antisimilitud es la que tiene centro Cy y pasa por el punto de tangencia.

P>

Si las circunferencias son secantes, el centro de similitud de razén positiva
(cuando los radios no son iguales) es exterior a ambas y el de razon negativa
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es interior a ambas, luego los dos centros son validos y ahora tenemos dos
circunferencias de antisimilitud, que estan determinadas por que tienen que
pasar por el centro correspondiente C' y por los dos puntos de corte. En este
caso la unicidad se debe a que tanto la homotecia asociada a la inversién como
la asociada al centro de similitud correspondiente tienen que tener la razén del
mismo signo y transforman P; en el punto P, o Pj.

Asi pues, en este caso hay dos circunferencias de antisimilitud (si cuando
los radios son iguales entendemos que una de ellas es la recta que pasa por los
puntos de corte, pues en ese caso ambas circunferencia son simétricas respecto
de dicha recta).

Por ultimo, si las circunferencias son concéntricas es facil ver que tienen una
Gnica circunferencia de antisimilitud concéntrica con ellas.

El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido:

Teorema 5.19 Dadas dos circunferencias distintas, si son tangentes o no tie-
nen puntos en comun, entonces tienen una unica circunferencia de antisimilitud,
cuyo centro es el centro de similitud correspondiente a una homotecia de razon
positiva si son mutuamente exteriores o de razon negaliva si una es interior a
la otra (entendiendo que la circunferencia es la mediatriz del segmento que une
sus centros si tienen el mismo radio), mientras que si son secantes tienen dos
circunferencias de antisimilitud, con centros en los centros de similitud y que
pasan por los puntos de corte (entendiendo que una de ellas es una recta si los
radios son iguales).

Vamos a probar ahora que el angulo que forman dos circunferencias en un
punto en comun es el mismo que forman sus inversas en el punto inverso, pero
recorrido en sentido opuesto o, equivalentemente, que los angulos son suple-
mentarios. En esta afirmaciéon incluimos a las rectas como caso particular,
entendiendo que el dngulo que forman una recta y una circunferencia en un
punto de corte (o tangencia) es el angulo que forma la recta con la tangente a
la circunferencia en dicho punto:

Teorema 5.20 Si ¢ y co son dos circunferencias cualesquiera (incluyendo la
posibilidad de que sean rectas) con un punto P en comun, entonces el dngulo
(dirigido) que forman en P’ sus inversas respecto de una circunferencia prefijada
es el suplementario del que forman ellas en P.



222 Capitulo 5. Circunferencias

DEMOSTRACION: Vamos a considerar en primer lugar el caso en que tenemos
dos rectas r y s. Sir’ y s’ también son rectas, entonces ' = r y s’ = s, con
lo que la conclusion es trivial (notemos que, considerando angulos dirigidos, el
suplementario del d&ngulo nulo es él mismo).

Supongamos ahora que r y s se transforman en circunferencias (figura de
la izquierda). De acuerdo con la prueba de 5.15, estas circunferencias inversas
se calculan tomando los pies @1 y @2 de las perpendiculares por O ary sy
calculando los inversos @} y @}, de modo que las circunferencias inversas son
las que tienen didmetro OQ} y OQY. Vemos entonces que las tangentes a las
inversas por O son paralelas a r y s, por lo que el &ngulo que forman es el mismo
que el que forman 7 y s, pero entonces el angulo que forman en P’ (que es el
otro punto de corte entre las circunferencias) sera el angulo suplementario.

El caso en que una de las rectas (por ejemplo r) se queda invariante y
la otra se transforma en una circunferencia (figura de la derecha) se razona
analogamente, aunque es mas simple.

Ahora consideramos el caso general en el que ¢; y ¢o son rectas o circun-
ferencias. Sean t; y t sus tangentes por el punto comtn P (entendiendo que
¢i = t; si ¢; es una recta). El d4ngulo que forman ¢; y ¢ en P es por definicion
el mismo que forman t; y t5. Por otra parte, como ¢; y ¢; tienen un tinico punto
en comun, lo mismo vale para ¢ y ¢} (salvo en el caso de que ambas sean rectas,
pues entonces tienen en comun los puntos P’ y O, pero este caso lo podemos
descartar porque ya lo hemos tratado). Por lo tanto, ¢ y t; (sean rectas o cir-
cunferencias) son tangentes en P’ y el angulo que forman ¢} y ¢, en P’ es el
mismo que forman t] y t;, que ya hemos probado que es el suplementario del
que forman ¢ y to en P, luego también es el mismo que forman ¢; y ¢y en P.

u

En particular, las inversas de dos circunferencias ortogonales son circunfe-
rencias ortogonales (sin descartar que sean rectas).

Veamos ahora otra consecuencia notable de 5.14:
Teorema 5.21 Fijada una circunferencia de centro O, si P y @ son dos pun-

tos no colineales con O, entonces los cuatro puntos P,Q, P, Q" pasan por una
circunferencia ortogonal a la dada.
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DEMOSTRACION: Tenemos que
OP . OP =12 =0q- 07,

y O no esté entre ninguno de los pares de puntos, luego el teorema 5.5 nos da que
los cuatro puntos estan sobre una misma circunferencia c tal que I1.(O) = 72,

pero esto equivale claramente a que las circunferencias sean ortogonales. =

De aqui deducimos otro hecho también muy tutil:

Teorema 5.22 Si dos circunferencias son ortogonales, los puntos de una son
inversos respecto de la otra, y la inversa de una circunferencia respecto de la
otra es ella misma.

DEMOSTRACION: Fijados dos puntos P y @ de una circunferencia ¢ no
alineados con el centro de la otra, el teorema anterior nos da que P,Q, P, Q’
estdn sobre una misma circunferencia ortogonal a la otra, pero hay una tnica
circunferencia ortogonal a una dada que pasa por dos puntos dados, luego la
circunferencia que contiene a estos cuatro puntos tiene que ser la propia c.
Asi pues, cada inverso de un punto de c¢ estd en ¢, por lo que ¢ es su propia
circunferencia inversa. m

Hemos probado que la inversa de una circunferencia que no pase por el
centro de la inversion es otra circunferencia, pero no es cierto que su centro sea
el inverso del centro de la circunferencia de partida. Usando el teorema anterior
podemos localizar facilmente dicho centro:

Teorema 5.23 Sea ¢ una circunferencia de centro O y ¢y otra circunferencia
de centro Oy que no pase por O. Entonces, el centro Oy de la inversa co de ¢y
respecto de c es el inverso respecto de ¢ del inverso de O respecto de c;.

DEMOSTRACION: Consideremos cualquier recta r que pase por Oz, pero no
por O y su inversa 1’ respecto de ¢, que es una circunferencia que pasa por O y
por O}, que, segtn la prueba de 5.15, son puntos diametralmente opuestos.

r

Pero r es obviamente ortogonal a cs, luego 1’ es ortogonal a ¢;. Segin el
teorema 5.22, el inverso de O} respecto de ¢; tiene que estar en 1/, y claramente
tiene que ser el punto diametralmente opuesto, es decir, O. Por lo tanto, el
inverso de O respecto de ¢; es O, y su inverso respecro de ¢ es Os. [
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Asi pues, para calcular el centro de la circunferencia inversa es necesario cal-
cular dos inversiones, luego para calcular la circunferencia inversa calculando su
centro y uno de sus puntos necesitamos tres inversiones, igual que si calculamos
la inversa invirtiendo tres puntos de la circunferencia de partida.

Conviene tener presente que el teorema 5.20 no nos da ninguna relacién entre

—_— . . 2 5777 D

el &ngulo PQR determinado por tres puntos no colineales y el angulo P'Q'R’

determinado por sus inversos respecto de una circunferencia dada. Ahora bien,
esto no significa que no exista una relacion sencilla entre ellos:

Teorema 5.24 Fijada una circunferencia y tres puntos arbitrarios P,Q, R dis-
tintos de su centro O, se cumple que
PQR+ P'Q'R' = POR.

DEMOSTRACION: Por 5.14 (o trivialmente si P y @ estan alineados con O),

tenemos que P/Q\O = O/P@’ (notese que la orientacion es correcta). Teniendo
en cuenta que los angulos de un triangulo (con la orientacion correcta) suman 0,
o trivialmente si O, P, @ estan alineados:

PQO = OP'Q/ = POQ' + OQ'P',
Igualmente: - -
OQR=Q'RO=RQ0+QOR.
Sumando:
PQO +0QR = RQ'0 + 0Q'P' + POQ' + QOR,
y sumando los dngulos:
PQR=RQP' + POR.

Despejando llegamos a la férmula del enunciado. L]

Polos y polares A la hora de calcular inversos de puntos son tutiles los con-
ceptos siguientes:

Definicion 5.25 Fijada una circunferencia de centro O, para cada P # O,
la recta perpendicular a OP por el punto inverso P’ se llama recta polar del
punto P, que es una recta que no pasa por O.

Reciprocamente, cada recta que no pasa por O es la recta polar de un tnico
punto P (el inverso del pie de la perpendicular a la recta por O), que recibe el
nombre de polo de la recta.

Si P es un punto exterior a la circunferencia, su recta polar es la que pasa
por los puntos de tangencia de las tangentes a la circunferencia que pasan por P,
pues esta recta es perpendicular a OP y su interseccion con OP es precisamente
el inverso P’.
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Si P esta en la circunferencia, su inverso es él mismo, luego su recta polar
es la tangente por P y, reciprocamente, el polo de una tangente es el punto de
tangencia. Es el inico caso en el que una recta pasa por su polo.

La utilidad de estos conceptos radica en gran parte en el teorema siguiente:

Teorema 5.26 Si un punto Q) estd en la recta polar de otro punto P, enton-
ces P estd en la recta polar de Q.

Q
Q' \
(] y P

DEMOSTRACION: La polar de P es la perpendicular a OP que pasa por P/,
luego el tridngulo OP’Q es rectangulo (si Q = P’ la conclusion es trivial, pues
la polar de @ es por definicion la perpendicular a OQ que pasa por P). Por el

teorema 5.21 tenemos que los puntos P, Q), P’, Q' estan sobre una circunferencia,
luego P'QQ' = P'PQ’. Asi pues:

P'Q0 =0PQ', QOP=QOP,

luego los tridngulos OP'Q y OQ'P son (inversamente) semejantes, luego el
segundo también es rectangulo (en Q’), lo que significa que Q' P es perpendicular
a 0Q' = 0Q, luego Q'P es la recta polar de Q. n

Esto hace que, por ejemplo, si varios puntos son colineales y la recta que los
contiene no pasa por un punto O, sus polares respecto a cualquier circunferencia
de centro O son concurrentes, pues todas ellas pasan por el polo de dicha recta.
Reciprocamente, si unas rectas (que no pasen por O) son concurrentes, sus polos
son colineales, pues estan todos en la polar del punto de concurrencia.

Ejemplo Terminamos con un ejemplo de como la inversion permite reducir
un problema a otro més simple o ya resuelto:

Teorema 5.27 Dado un tridngulo no rectdngulo, las circunferencias que pasan
por un vértice, el punto medio del lado opuesto y el circuncentro O, se cortan
en un sequndo punto K'.
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DEMOSTRACION: Vamos a considerar la inversiéon respecto de la circunfe-
rencia circunscrita. Como las circunferencias pasan por el centro O, sus inversas
son rectas que no pasan por O.

Consideremos, por ejemplo, la que pasa por A. Su inversa pasa por A’ = A
y por el inverso del punto medio del lado opuesto, que es el punto de corte T4
de las tangentes a la circunferencia por B y C. Por el teorema 4.26 la inversa es
la simediana de A, que pasa por el punto simediano K, luego la circunferencia
pasa por su inverso K.

5.4 El problema de Apolonio

Ya estamos en condiciones de resolver facilmente el problema de Apolonio
planteado al comienzo de este capitulo, es decir, el problema de encontrar las
circunferencias tangentes a tres circunferencias (distintas) dadas.

Un caso excepcional se da cuando las tres circunferencias son tangentes entre
si por un mismo punto:

o

Es claro que en este caso el problema de Apolonio tiene infinitas soluciones,
que son exactamente las circunferencias que pasan por el punto de tangencia
con centro en la recta que pasa por los tres centros.

Vamos a ver que, excluyendo este caso, el problema de Apolonio tiene a lo
sumo ocho soluciones, aunque pueden ser menos, segin la disposicién de las
circunferencias dadas.

Para ilustrar una de las ideas en las que nos apoyaremos consideramos pri-
mero el caso en el que las tres circunferencias tienen el mismo radio:
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<

S

Si trazamos la circunferencia que pasa por los centros y luego trazamos las
circunferencias con el mismo centro que la que hemos obtenido, pero con radios
aumentados o disminuidos en el radio de las circunferencias dadas, obtenemos
dos circunferencias tangentes, una es tangente exterior a las tres circunferencias
dadas y otra es tangente interior.

Esto es consecuencia de un principio mas general:

Si dos circunferencias son tangentes exteriores y construimos circun-
ferencias concéntricas aumentando el radio de una en cierta longitud
y disminuyendo el de la otra en la misma longitud, las circunferen-
cias resultantes siguen siendo tangentes exteriores. Si, en cambio,
las circunferencias dadas son tangentes interiores y construimos cir-
cunferencias concéntricas aumentando o disminuyendo los radios de
ambas en la misma longitud, las circunferencias resultantes también
serdn tangentes.

Mas atn, esto sigue siendo cierto si admitimos a los puntos como circunfe-
rencias de radio 0, entendiendo que una circunferencia es tangente a un punto
si pasa por él.

La construccién anterior se basa en que si una circunferencia es tangente
exterior a tres circunferencias de radio r, la circunferencia concéntrica cuyo
radio es r unidades mayor sera tangente a las circunferencias que resultan de
reducir el radio de las otras tres en r unidades, es decir, sera tangente a los tres
centros de las circunferencias dadas o, lo que es lo mismo, sera la circunferencia
que pasa por los tres centros. Igualmente, una circunferencia tangente interior
a las tres se convierte en la circunferencia que pasa por los centros si se reduce
su radio en r unidades.
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Pero las dos circunferencias que hemos encontrado no son las tnicas posi-
bles. Llamando ¢; a la circunferencia dada de centro O;, consideremos ahora
el problema de encontrar una circunferencia que sea tangente interior a c¢; y

exterior a co y c3.

)¢

La figura muestra la circunferencia que buscamos y, para encontrarla, ob-
servamos que, como es tangente interior a c¢1, la tangencia se conserva si au-
mentamos a ambas el radio en una longitud igual al radio comun r de las tres
circunferencias dadas y, como la circunferencia tangente es tangente exterior a
las otras dos, la circunferencia aumentada serd tangente a las que resultan de
reducir en r el radio de éstas, lo que las reduce a sus centros. En suma, el
problema se reduce a encontrar una circunferencia que sea tangente interior a la

circunferencia ¢ que resulta de duplicar el radio de ¢; y que pase por los centros
Oz y Os.

A continuacién resolvemos este problema en general:

Problema 5.5 Encontrar las circunferencias que son tangentes a una dada y
pasan por dos puntos dados que no estén en ella.

Notemos que una circunferencia tangente tiene todos sus puntos (menos el
de tangencia) fuera de la circunferencia dada o todos dentro, luego el problema
no tiene solucioén si los dos puntos dados son uno interior y otro exterior.

Llamamos P y @Q a los puntos dados y ¢ a la circunferencia dada.

1. Trazamos la circunferencia ¢y de centro () que pasa por P.

2. Calculamos la circunferencia inversa de ¢ respecto de c¢g.
Como P y @ son ambos interiores o ambos exteriores a c, el teorema 5.17
implica que P es exterior a ¢’

3. Trazamos las tangentes a ¢’ desde P. Llamemos A y B a los puntos de
tangencia.

4. Calculamos los inversos A’ y B’ de A y B respecto de ¢y, que estaran
sobre c.
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5. Las circunferencias que pasan por P, @ y uno de los puntos A’ o B’ son
las circunferencias buscadas.

En efecto, como la recta PA es tangente a ¢’ en A, la circunferencia inversa
de PA, que pasa por P,@Q vy A’, es tangente a c en A’, e igualmente con B’.
(Si uno de los puntos A’ o B’ esta en la recta PQ, entonces ésta es tangente
a ¢ y s6lo hay una solucién, a menos que admitamos la recta PQ como
segunda “circunferencia”.)

Notemos que las dos circunferencias (o rectas) que hemos obtenido son las
tinicas soluciones del problema, pues si C' es una circunferencia (o recta) que
pasa por Py () tangente a c, entonces C’ es una recta que pasa por P tangente
a ¢/, luego tiene que ser una de las dos rectas que hemos construido y C' tiene
que ser una de las dos circunferencias (o rectas) que hemos construido. =

Hay que contemplar también la posibilidad de que uno de los puntos dados
esté en la circunferencia, de modo que se busca una circunferencia tangente a
otra por un punto especifico P y que pasa por un segundo punto Q:

Problema 5.6 Encontrar las circunferencias que son tangentes a una dada por
un punto P y que pasan por otro punto Q.

P Q
5

Este caso es muy simple y tiene solucién unica, pues el centro de la circunfe-
rencia buscada tiene que estar en la mediatriz del segmento PQ y también en la
recta OP. Si ambas fueran paralelas, eso significaria que PQ es perpendicular
a OP, luego PQ es la recta tangente a ¢ en P, y en este caso dicha recta es la
“circunferencia” buscada. m
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Con esto estamos ya en condiciones de abordar el problema general. Consi-
deramos tres circunferencias cualesquiera cy, ¢, c3 de centros O1, O2, O3 y radios
Ty 2> T2 > T3,

Si una circunferencia c es tangente a las tres, consideramos la circunferen-
cia ¢* concéntrica con ¢ que resulta de aumentar en r3 el radio de c¢ si ésta es
tangente exterior a cg y de reducirlo en r3 si es tangente interior. Asi ¢* pasa
por Os y serad tangente a las circunferencias ¢ y ¢ que resultan de aumentar o
reducir los radios de ¢1 y ¢ en la longitud r3 segin el tipo de tangencia entre ¢
y C;.

Por lo tanto, obtendremos todas las circunferencias posibles ¢ sin més que
calcular todas las circunferencias que pasan por Os y que son tangentes a las
circunferencias ¢] y ¢ que resultan de aumentar o reducir los radios de ¢; y
¢y en la longitud r3. Esto nos da cuatro casos posibles, segiin si aumentamos
o reducimos los radios de ¢; y co. Veremos que en cada caso hay a lo sumo
dos circunferencias tangentes que, al sumar o restar r3 a su radio, dan lugar a
circunferencias tangentes a las tres circunferencias dadas, luego el problema de
Apolonio tiene un maximo de ocho soluciones en cada caso, como ya habiamos
anticipado.

En general, el problema que tenemos que resolver es el de encontrar las
circunferencias tangentes a dos circunferencias dadas c] y ¢35 que pasan por un
punto dado Ogz, pero pueden darse casos excepcionales.

Por ejemplo, si reducimos c¢; y ¢ y los tres radios son iguales, el problema se
reduce a encontrar la circunferencia que pasa por tres puntos, que tiene soluciéon
tnica (en este caso no puede haber dos centros iguales, o dos de las circunfe-
rencias dadas serfan la misma) y a su vez puede dar lugar a un méaximo de dos
soluciones al aumentar y disminuir su radio (pero si el radio de la circunferencia
obtenida es menor que r3 no se podra reducir el radio y sélo habra una solucion).

Si se da el caso r1 > ry = rg y reducimos ¢y, entonces el problema resulta
ser el de encontrar las circunferencias tangentes a la circunferencia ¢} que pasan
por los puntos Os y Os.

Hemos visto que en el caso en que O y O3 sean ambos interiores o ambos
exteriores a ¢ hay dos soluciones, una tangente exterior y otra interior, que
daran lugar a dos soluciones del problema de Apolonio (no a cuatro), porque la
circunferencia tangente exterior debera ampliarse (y no reducirse) para hacerse
tangente a ¢ si hemos reducido ¢; (y al revés si lo hemos aumentado), mientras
que con la interior sucedera justo lo contrario. Si uno de los dos centros resulta
estar sobre ¢}, hemos visto que hay a lo sumo una solucién que dara lugar a
lo sumo a una unica solucioén del problema de Apolonio. Por tltimo, si Oy y
O3 estan ambos sobre ¢; no hay solucién a menos que consideremos que una
circunferencia es tangente a si misma.

Pasamos ahora al caso genérico en el que tenemos dos circunferencias y un
punto:

Problema 5.7 Construir las circunferencias tangentes a dos circunferencias
dadas que pasan por un punto dado que no esté en ellas.

1. Trazamos cualquier circunferencia de centro P.
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2. Calculamos las circunferencias inversas de las dos circunferencias dadas.

3. Calculamos las tangentes comunes a estas dos circunferencias (véase el
teorema 3.27).

4. Las inversas de las tangentes comunes son las circunferencias buscadas.

En efecto, la inversa de una recta es una circunferencia que pasa por el
centro P de la inversion, y si la recta es tangente a las dos circunferencias
inversas, su inversa sera tangente a las dos circunferencias dadas.

Reciprocamente, es claro que si una circunferencia es tangente a las dos
circunferencias dadas y pasa por P, su inversa serd una recta tangente a las
inversas de las dos circunferencias dadas, luego la circunferencia inicial sera una
de las que hemos construido.

Vemos asi que el maximo numero posible de circunferencias es cuatro, pero
pueden ser menos segin el nimero de tangentes comunes que admitan las cir-
cunferencias inversas, que pueden variar entre 0 y 4. n

Nota La construcciéon precedente vale esencialmente igual en el caso en que
el punto P esté en una de las circunferencias (pero no en la otra). Notemos que
si las circunferencias son tangentes no hay soluciéon, pues una circunferencia no
puede ser tangente a otras dos y pasar por otro punto de una de ellas.

La diferencia ahora es que la inversa de una de las circunferencias es una
recta, por lo que tenemos que calcular las “circunferencias tangentes a una recta
y a una circunferencia que pasan por el punto infinito”. Esto se traduce en que
necesitamos las rectas tangentes a la circunferencia que son paralelas a la recta.
En efecto, es facil ver que las inversas de estas paralelas resultan ser tangentes
a ¢1 (y por supuesto a ¢p) y pasan por P. Notemos que no puede suceder que
una de las paralelas sea la propia recta, porque entonces ¢y y co serian tangentes.
Asi pues, en este caso hay dos soluciones.
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Si P esta en las dos circunferencias, pero no es un punto de tangencia, es
claro que no hay solucién, mientras que si ambas son tangentes en P, entonces
hay infinitas soluciones. L]

Con esto ya tenemos resuelto el problema de Apolonio. Para probar que
el namero méaximo posible de soluciones es ocho, sbélo falta observar que, si
en uno de los cuatro casos posibles (por ejemplo, aumentar ¢; y reducir cg)
estamos en el caso genérico en el que obtenemos cuatro circunferencias tangentes
a las circunferencias auxiliares ¢} y ¢35, s6lo dos de las cuatro proporcionaran
soluciones al problema de Apolonio, por lo que el nimero méaximo de soluciones
sera, en efecto, de ocho.

Esto se debe a que las cuatro rectas tangentes comunes a dos circunferen-
cias son de dos tipos: hay dos que dejan a ambas circunferencias en el mismo
semiplano y otras dos que dejan a cada circunferencia en un semiplano distinto.
Esto se traduce en que las inversas de las dos primeras dan lugar a circunferen-
cias que son tangentes interiores a cj y ¢5 o bien tangentes exteriores a ambas.
Puede ser que las dos rectas se inviertan en circunferencias tangentes interiores
a ambas, las dos en tangentes exteriores a ambas, o una en tangentes interiores
y otra en tangentes exteriores, pero el tipo de tangencia de cada circunferencia
obtenida a partir de ellas serd el mismo para ¢ y ¢5. En cambio, las otras dos
rectas dan lugar a circunferencias cuya tangencia con cj es del tipo opuesto a
su tangencia con c3.

Por otro lado, si, por ejemplo, hemos aumentado ¢; y reducido ¢y y C es
una de las cuatro circunferencias tangentes a ¢ y ¢5 que hemos obtenido, la
circunferencia que se obtiene de C' aumentando su radio s6lo nos servira si es
tangente interior a ¢ y tangente exterior a ¢;, mientras que la circunferencia que
resulta de reducir su radio s6lo nos servira si es tangente exterior a cj y tangente
interior a ¢}, es decir, que necesitamos que C' sea una de las dos circunferencias
con tipo de tangencia desigual.

En general, en los casos en los que aumentamos o disminuimos las dos cir-
cunferencias c¢; y ca, s6lo nos sirven las dos circunferencias con el mismo tipo
de tangencia con ¢ y ¢35, mientras que si hemos aumentado una y disminuido la
otra, so6lo nos serviran las que tienen diferente tipo de tangencia con cada una.
En cualquier caso, so6lo sirven dos de las cuatro circunferencias tangentes que
obtenemos.
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Lo ultimo que falta por observar es que el s6lo hay infinitas soluciones en el
caso excepcional que hemos sefialado al principio en el que las tres circunferen-
cias dadas son tangentes por un mismo punto.

Ahora bien, segin lo que hemos visto, para que haya infinitas soluciones es
necesario que c¢j y ¢ son tangentes precisamente por el punto Os. La figura
muestra las posibilidades si la tangencia es exterior (si es interior se razona
analogamente):

Vemos que si ¢ y ¢5 se obtienen aumentando ¢; y co o bien reduciendo
ambos, entonces ninguna de las infinitas circunferencias tangentes a cj y c5 pro-
porciona una solucién para el problema de Apolonio, pues para hacerla tangente
a una de las circunferencias ¢; o ¢o habria que aumentar su radio y para hacerla
tangente a la otra habria que disminuirlo. En cambio, si ¢] y ¢ se obtienen
aumentando una de las circunferencias dadas y reduciendo la otra, estamos en
el caso excepcional en el que las tres son tangentes por un mismo punto.

Ejemplo La figura siguiente muestra un problema de Apolonio en el que ¢; y
co son secantes, ¢y v c3 son disjuntas y ¢ y cg son tangentes. El problema tiene
exactamente cuatro soluciones, que estan también representadas en la figura.
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La figura siguiente resume el proceso con el que han sido obtenidas:

Vemos —en trazo discontinuo— las dos posibles ¢} y ¢ y sus inversas res-
pecto de c3. Las inversas de las dos posibles c3 son las dos circunferencias
concéntricas situadas a la derecha, dentro de c3, la inversa de la ¢ que resulta
de reducir el radio es la tercera circunferencia, a la izquierda, mientras que la
¢§ que resulta de aumentar el radio pasa por Os, y su inversa es una recta.

La recta tiene dos “rectas tangentes” con cada una de las circunferencias
concéntricas, pero de cada par sélo una da lugar a una circunferencia inversa
que se convierte en una solucién cuando se le aumenta o reduce el radio. Las
dos circunferencias asi obtenidas son las que pasan por el punto de tangencia
de ¢1 v c3.

Cuando reducimos los dos radios, al invertir obtenemos dos circunferencias
disjuntas, de las que nos aprovechan las dos tangentes comunes que las dejan en
el mismo semiplano, y que dan lugar a las otras dos soluciones que muestra la
figura. En cambio, cuando reducimos ¢; y aumentamos co obtenemos circunfe-
rencias inversas secantes, por lo que carecen de tangentes de las que dejan cada
circunferencia en un semiplano, que son las que nos aprovecharian, por lo que
en ese caso no obtenemos ninguna solucion. "

5.5 El arbelo

Arquimedes llamo6 arbelo (cuchillo de zapatero) a una figura limitada por
tres semicircunferencias como muestra la figura siguiente (si tomamos B igual
al punto medio de A y C' y ponemos un mango en B obtenemos la forma
aproximada del cuchillo de zapatero que da nombre a la figura):
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Arquimedes demostro, entre otras cosas, que las dos circunferencias inscritas
en un arbelo como muestra la figura son iguales:

A B C

Para probarlo llamamos R; y Rs a los radios de las circunferencias inscritas
y

y r = r1 + ro al radio del semicirculo mayor, que es la suma de los radios de los

dos menores.

A 0; 0O H B 0, C

Asi BOy =11 +r9—2ry =71 —ro, y HOy = Ry — (11 — r2). Por el teorema
de Pitagoras:
0.C,° —~HO; =h*=0,0, — HO;

luego

(Tl + R1)2 — (Tl — R1)2 = (’1”1 + ro — R1)2 — (R1 — T + 7“2)2.
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Desarrollando:
riRy =rire — Ry,
luego
Ry = ﬂ.
1+ 72

Para la segunda circunferencia la situacion es similar. Ahora tenemos que
101 = Ra + 71 — 12,

e igualmente
0505 — 105" = 0:Cy — 107,
lo que nos da

(ro+ Ro)® — (ro — Ro)? = (11 + 12 — Ro)* — (Ro + 11 — 12)?,

y al despejar se llega igualmente a que

r1r2
Ry = ———.
1+ 72

Las dos circunferencias cuyos radios acabamos de calcular se conocen como
circunferencias gemelas de Arquimedes.

Pueden construirse adaptando ligeramente la soluciéon que hemos dado al
problema de Apolonio. La tnica diferencia es que ahora hemos de construir una
circunferencia tangente a dos circunferencias y una recta, pero eso no supone
ningin cambio esencial. Por ejemplo, para calcular la de la izquierda podemos
reducir ¢; a un punto, aumentar el radio de ¢; en ro y mover la recta vertical
en B hacia la derecha ro unidades. Asi el problema se reduce a calcular una
circunferencia tangente a una circunferencia y a una recta que pase por un
punto.

Sin embargo, conociendo el radio de las circunferencias, podemos construirlas
con un procedimiento especifico méas sencillo:
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Problema 5.8 Construir las circunferencias gemelas de un arbelo.

D
¢y
C,

R &Y L

1. Trazamos los radios O F, O3 F de los semicirculos menores perpendicula-
res a la recta base del arbelo.
2. Trazamos los segmentos EO3 y FOs.

Estos segmentos cortan a BD en un mismo punto G que cumple

(basta aplicar el teorema de Tales a los triangulos FO203 y EO305).
3. Trazamos la circunferencia de centro B que pasa por G.

4. Trazamos las perpendiculares a 02,03 por H e I.
En estas rectas tienen que estar los centros de las circunferencias gemelas.
5. Trazamos la circunferencia de centro Os que pasa por I y la de centro O3

que pasa por H, que cortaran a las perpendiculares del paso precedente
en puntos C1 y Cs.

Los radios de estas circunferencias son 71 + R y ro + R, respectivamente,
donde R es el radio de las circunferencias gemelas, luego sus centros estar
en ellas, luego tienen que ser C7 y Cs.

6. Trazamos las circunferencias de centros C; y Cy y radio R = BG.

Estas son las circunferencias gemelas. m

Pappus de Alejandria estudio la cadena de circunferencias tangentes que se
obtienen en un arbelo segiin muestra la figura siguiente:
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A B C

Entre otras cosas, probo que si la circunferencia n-sima d,, tiene radio R,, y
su centro esta a una distancia h,, de la recta base AC, entonces h,, = 2nR,,.

Este hecho se vuelve trivial si consideramos una inversion, concretamente
respecto de la circunferencia de centro A que es ortogonal a d,, (la que pasa por
los puntos de tangencia de las tangentes a d,, por A):

A B C

\
1
1
1
T
I
1

Asi la inversa de d,, es ella misma, mientras que las circunferencias ¢y y ¢
que forman el arbelo se transforman en rectas perpendiculares a AC, y tienen
que seguir siendo tangentes a d,,, lo cual las determina por completo. Ahora, la
inversa de d,,—1 tiene que ser una circunferencia tangente a d4 y a ambas rectas,
luego tiene que ser la circunferencia que muestra la figura, e igualmente con las
anteriores hasta llegar a d} y finalmente a la inversa de c;. Como todas tienen
radio R,,, ahora es inmediato que h, = 2nR,,.

Si en lugar de partir de una circunferencia d,, partimos de ¢, obtenemos
una forma de construir la cadena de Pappus por inversion de una cadena de
circunferencias iguales. En realidad es un poco més comodo invertir respecto
de la circunferencia de centro A que pasa por C. La situacién entonces es la
que muestra la figura siguiente.

La circunferencia mayor del arbelo ¢y pasa por el centro de inversion A,
luego se transforma en una recta que pasa por C’ = C, concretamente en la
perpendicular a AC' por C. Similarmente, la circunferencia menor del arbelo
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que pasa por A y B se transforma en la recta perpendicular a AC que pasa por
el punto inverso B’. En cambio, la circunferencia del arbelo que pasa por By C
no pasa por el centro de la inversion, luego se transforma en una circunferencia
que pasa po C' = C'y por B’. Como tiene que ser ortogonal a las inversas de las
dos anteriores, tiene que ser concretamente la circunferencia de diametro C'B’.

Ahora bien, si trasladamos esta circunferencia ¢, para obtener una sucesion
de circunferencias ¢}, cada cual tangente a las dos rectas ¢} y ¢}, asi como a
la circunferencia anterior y a la siguiente (empezando por df, = ¢}) obtenemos
una sucesion de circunferencias cuyas inversas forman precisamente la cadena

de circunferencias de Pappus.

D B'

En particular, ahora es inmediato que los centros de las circunferencias de
la cadena estan sobre una misma circunferencia, la inversa de la recta perpen-
dicular a AC por D.

Recordemos que el centro de d,, no es el inverso del de ¢, pero si que es
cierto que estén alineados con A. Por otra parte, una tangente a d,, por A es su
propia inversa, y la inversa tiene que ser tangente a d/,, luego se cumple, como
muestra la figura, que ambas circunferencias comparten sus tangentes por A.
Si observamos por tltimo que DO/, = 2nCD = 2nR,, aplicando dos veces el
teorema de Tales obtenemos que

hn, Ry
QHRO N Ri(),
con lo que tenemos otra prueba de que h,, = 2nR,,, pero podemos obtener més
informacion. Por la definicién de inversion,

AT w2
-~ AB  2r’

AB’
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luego

__ 1 -
D=§(AC+AB/):r+T—=r(1+w

=17r(2
o o ) =71(2+12/m1),

luego Ry = AD — AC = rry/r;. Conviene llamar k = ro/r;. Entonces
RO =rk.

Los puntos T, y T, son mutuamente inversos, luego, por la definicion de
inversion:

AT, - AT! = (2r)?

y por el teorema de Tales
AT! Ry rk

n

AT, R, R,

luego

2 4r3k
AT, = .
R,

Por otro lado, por el teorema de Pitagoras,

ATT? = A0 — R2 =AD" + DO.° — R2 = (2r + kr)? + (2nkr)? — (kr)>.

Concluimos que
drk

(2+ k)2 +4n2k2 — k2’
que se simplifica hasta la expresion siguiente para el radio enésimo:
rk
Ry,=——"—.
N2k k41

Arquimedes probo6 esta formula para n = 1, es decir:

R, =

rrire

Ri=——""7"—.
r% “+rire + 7‘%

En 1954 un dentista, esperantista y matematico aficionado llamado Leon
Bankoff se fijo en la circunferencia que pasa por los puntos de tangencia Py Q
y por el punto B, y calcul6 su radio:
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Una forma de hacerlo es observar que la circunferencia inversa tiene que pasar
por B’ y por los puntos de tangencia P’ y @’ con la recta y la circunferencia
inversas de c¢; y ¢z, de donde se sigue inmediatamente que la circunferencia
inversa tiene radio Ry, como todas las inversas de las circunferencias de la
cadena de Pappus. Si llamamos R al radio de la circunferencia de Bankoff, el
teorema de Tales nos da que

R AB 2r; r?

Ry AB 4r2/(2ry) 12

Por lo tanto,
7"% T2 T172
o2y ri e

Asi pues, la circunferencia de Bankoff es igual a las circunferencias gemelas
de Arquimedes. Notemos que esto implica que el centro G de la circunferencia de
Bankoff es el mismo punto G' que habiamos construido en el problema 5.8. Esto
nos da una forma fécil de construirlo, sin necesidad de inversiones, y a su vez,
a partir de los puntos P y @, podemos construir la circunferencia tangente d;
también sin necesidad de inversiones, como muestra la figura siguiente:

A 0, 0 B 02 C

Bankoff crey6 haber probado que las circunferencias gemelas de Arquimedes
no eran dos, sino tres, sin embargo, él mismo y muchos otros descubrieron a
partir de ahi decenas de circunferencias construidas de forma natural a partir
de un arbelos que tienen el mismo radio que las circunferencias gemelas. Hoy
se conocen como circunferencias arquimedianas.

Dejamos aqui el estudio del arbelo, si bien podriamos llenar paginas y mas
paginas con sus propiedades.

5.6 El teorema de Kosnita

En esta seccidén usaremos la inversion para demostrar el teorema siguiente:

Teorema 5.28 (Kosnita) En un tridngulo no rectingulo de circuncentro O,
las rectas que unen cada vértice con el centro de la circunferencia que pasa por
O y los otros dos vértices concurren en un punto K.
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El punto K recibe el nombre de punto de Kosnita del tridngulo dado.

Si el triangulo es rectangulo, por ejemplo con dngulo recto fl, el circuncen-
tro O4 esta sobre la recta BC, por lo que no esta definida la circunferencia
correspondiente, pero si entendemos que dicha circunferencia es la recta BC'y
que su centro es el punto infinito situado en la direcciéon perpendicular a ella,
entonces el teorema de Kosnita sigue siendo cierto, en el sentido si definimos K

como la interseccion de BOg y CO¢ y entonces sucede que AK es perpendicular
a BC.

En realidad vamos a demostrar una version fuerte del teorema de Kosnita,
pues probaremos que el punto de Kosnita K es precisamente el conjugado iso-
gonal del centro N de la circunferencia de los nueve puntos.

Empezamos recordando que el circuncentro O de un triangulo ABC es el
ortocentro de su tridngulo medial M @MC, y éste se transforma en ﬁ
mediante una homotecia de razon —2, luego AH =20My4.

Notemos que O = M4 si y sélo si el angulo A es recto. En caso contrario,
llamamos O/, al simétrico de O respecto de BC, y asi AH = O0’,. Ademés, la
recta OO0’ es paralela a AH, pues ambas son perpendiculares a BC. Si no son
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coincidentes, los puntos A, O, O, H son los vértices de un paralelogramo y la
diagonal AO’, corta al segmento HO en su punto medio, que es el centro N de
la circunferencia de los nueve puntos (teorema 4.10):

Si 00/, coincide con AH, entonces esta recta contiene a O y a H, luego
también a N y la conclusién sigue siendo cierta: la recta AO’y pasa por N en
cualquier caso.

Observemos ahora que la bisectriz de A corta a la circunferencia circunscrita
en un punto X que divide en dos arcos iguales al arco de extremos B y C
abarcado por A, luego coincide con el punto en el que la mediatriz OO’y de BC'

corta a la circunferencia circunscrita. Como AOX es isoésceles, tenemos que
AXO = OAX = OAN + NAX.

Sea K el conjugado isogonal de N. Vamos a probar que AK es perpendicular
a BC siy so6lo si A es un angulo recto.

En efecto, si el angulo es recto, la nota tras el teorema 4.54 afirma que la
recta simétrica de AO es la altura que pasa por A. Como el circuncentro H es A
y N es el punto medio de HO, tenemos que N esta en AO, luego su conjugado
isogonal K esta en la recta simétrica, luego AK es perpendicular a BC'.

Reciprocamente, si AK es perpendicular a BC' pero A no es recto, entonces
AK = AH, luego N esta en la recta simétrica a AH respecto de la bisectriz,
que es AO, ya que H y O son conjugados isogonales, y si N y O estéan en la
recta AQ, también tiene que estar H, pero entonces H estd en AK y en AQO,
luego tiene que ser H = A y el dngulo A es recto, contradiccion.

Supongamos ahora que A no es recto, en cuyo caso AK no es perpendicular
a BC, luego no es paralela a OO';, luego podemos considerar la interseccion P
entre BC'y OO’,. Entonces
AXO = AX, X0 = AX,XP = AXP = APX + X AP,

Combinando esto con la expresién precedente, obtenemos que

OAN + NAX = APX + XAP,
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pero como K y N son conjugados isogonales, se cumple que NAX = X/@,
luego

040, — OAN = APX — APO.

Como también, trivialmente, AOO’, = A/O\P, concluimos que el tridngulo
AOOQ', es (inversamente) semejante a POA, y por consiguiente
04 00,

OP OA’

luego, si R es el circunradio del tridngulo, OP - OO0, = R?, y vemos asi que P
es el inverso de O'; respecto de la circunferencia circunscrita.

Ahora aplicamos el teorema de los senos al triangulo OBC, de modo que si
R4 es su circunradio, se cumple que

R
— =2R4
sen C'4
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0, equivalentemente,

— R
00ps=Ry=—°+—.
2sen Cy
Si @ es el inverso de O 4 respecto de la circunferencia circunscrita del tridangulo
de partida, se cumple que

o R
R2=00,-0Q=——"—0
400 2senCy @

luego
oQ = 2RsenCy = 20My4,

luego el inverso @ de O4 no es sino el punto Oy simétrico de O respecto de
BC, y hemos visto que su inverso es el punto P de interseccion entre AK y la
mediatriz OO 4. Por consiguiente, P = O4 y asi hemos probado que AK pasa
por Oy4.

En resumen, hemos probado que AK pasa por Oy4 si O no estd en BC (es
decir, si A no es un angulo recto), y que AK es perpendicular a BC' en caso
contrario. Como esto vale para los tres vértices, podemos concluir que K es el
punto de Kosnita del triangulo. n

5.7 Sistemas coaxiales

El teorema 5.8 prueba que los ejes radicales de cada par de tres circunferen-
cias con centros no colineales son coincidentes. Ahora vamos a estudiar el caso
de tres o mas circunferencias con centros colineales. En este caso, los ejes radi-
cales de cada par de ellas son paralelos, pero también pueden ser coincidentes.

Definicion 5.29 Dadas dos circunferencias con centros distintos, el sistema
coaxial definido por ellas es el conjunto de todas las circunferencias que deter-
minan con cualquiera de las dos el mismo eje radical.

Puesto que el eje radical de dos circunferencias no concéntricas esta en la
recta que une sus centros, es claro que todas las circunferencias de un mismo
sistema coaxial tienen que estar sobre la recta determinada por los centros de
dos cualesquiera de ellas. Dicha recta se llama recta de centros del sistema.

Consideremos dos circunferencias ¢; y co de centros distintos O y Os y sea L
la interseccion de su eje radical e con la recta O105.

Observemos que, para que otra circunferencia ¢ esté en el sistema coaxial
definido por ellas, basta con que el eje radical de ¢ y ¢ sea e, pues esto ya
implica que el eje radical de ¢ y ¢o también es e. En efecto, un punto P en e
cumple II; (P) = II3(P) y también II.(P) = II;(P), luego IIy(P) = II.(P) v,
por lo tanto, esta en el eje radical de ¢; y c.
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Asi pues, el sistema coaxial de dos circunferencias estd completamente de-
terminado por una de ellas ¢; y el eje comin e. Mas atin, vamos a ver que esta
determinado por ¢y, la recta de centros y el punto L en que ésta corta al eje.

En efecto, el centro O de una circunferencia c del sistema coaxial de ¢; y ¢
tiene que estar sobre la recta de centros s = O105. Ademés, tiene que ser
IT; (L) = (L) y, reciprocamente, si ¢ es una circunferencia con centro O en s y
se cumple II; (L) = II.(L), en la prueba del teorema 5.6 hemos visto que todos
los puntos de la recta perpendicular a O10 = s por L cumplen lo mismo, luego
dicha recta (que es e) es el eje radical. En resumen:

Dadas dos circunferencias con centros respectivos O1 y Oo y eje
radical e, si L es la interseccion de e con O10a, las circunferencias
de su sistema coazial son las circunferencias ¢ con centro O en la

recta 0102 y radio r tales que II.(L) = 0L’ — 12 = I, (L).

Consideremos en primer lugar el caso en que II; (L) = 0, de modo que todas
las circunferencias del sistema cumplen II.(L) = 0. Esto se interpreta como que
el eje comun e es tangente por L a todas las circunferencias del sistema. Como,
reciprocamente, cualquier par de circunferencias tangentes a e por L tienen eje
radical e, concluimos que en este caso el sistema coaxial esta formado por todas
las circunferencias tangentes a e por el punto L:

En particular vemos que el sistema contiene exactamente una circunferencia
con centro en cada punto O de la recta de centros (la perpendicular a e por L).
La tnica circunferencia de radio 0 en el sistema es el propio punto L, que recibe
el nombre de punto limite del sistema.

Ahora consideramos el caso en que I1; (L) = —d? < 0, para cierto d > 0, de
modo que II.(L) = —d? para toda circunferencia c¢ del sistema. Esto implica
que el punto L es interior a todas ellas. Que e sea el eje radical de ¢; y co
significa que ambas circunferencias se cortan en dos puntos Ly y Lo y que e es
la recta que pasa por ellos v que d = LL; = LLy. Que e sea el eje radical de ¢;
y otra circunferencia cualquiera c del sistema con II.(L) = —d? significa que los
puntos de corte entre ¢ y ¢; estdn a una distancia d de L, luego son Ly y Lo.

Reciprocamente, toda circunferencia que pasa por estos dos puntos cumple
I.(L) = —d?, luego esta en el sistema. Concluimos que el sistema coaxial
estd formado por todas las circunferencias que pasan por L; y Lo y hay una
exactamente con centro en cada punto de la recta de centros.
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Finalmente, consideramos el caso en que II; (L) = ¢ > 0. Una circunferen-

cia ¢ con centro O en la recta de centros y radio r esta en el sistema coaxial si y
. . =2 . . A2

solo si ¢ = (L) = OL" — r? o, equivalentemente, si OL~ = ¢? + r2. Para que

esto suceda es necesario que OL > ¢, y también es suficiente, pues en tal caso
siempre podemos tomar un anico radio r (tal vez nulo) que cumpla la ecuacion:

Si llamamos K7 y K> a los puntos de la recta de centros situados a una
distancia ¢ de L, tenemos que son las tnicas circunferencias de radio 0 en el
sistema coaxial, y reciben el nombre de puntos limite del sistema. Si OL > ¢,
entonces la ecuacién anterior se interpreta como que cada circunferencia del
sistema es ortogonal a la circunferencia ¢y de centro L y radio ¢, por lo que
también hay una tinica circunferencia para cada centro que cumpla OL > ¢, ya
que el radio puede determinarse trazando las tangentes a ¢y por O.

Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definicion 5.30 Un sistema coazial de tipo I determinado por un punto L y
una recta e y parametro ¢ esta formado por todas las circunferencias con centro
en la recta perpendicular a e por L que son ortogonales a la circunferencia de
centro L y radio c¢. Los dos puntos K; y K3 que pertenecen al sistema coaxial
se llaman puntos limite del sistema.

Un sistema coaxial de tipo II determinado por un punto L y una recta e y
parametro d esta formado por todas las circunferencias que pasan por los dos
puntos de e situados a una distancia d de L.

Un sistema coazial de tipo I1I determinado por un punto L y una recta e
esta formado por todas las circunferencias tangentes a e por el punto L.
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Hemos probado que todo sistema coaxial es de uno de estos tres tipos. No-
temos que por cada punto P que no esté en e pasa una unica circunferencia de
un sistema coaxial dado. Esto es inmediato para los sistemas de tipo II y III.
Para los sistemas de tipo I basta observar que el centro O de la circunferencia
requerida es la interseccion de la recta de centros del sistema con el eje radical
de P y la circunferencia ¢y de centro L y radio ¢, pues la pertenencia a dicho
eje es la condicion necesaria y suficiente para que la circunferencia de centro O
que pasa por P sea ortogonal a ¢y (por el teorema 5.11 y la nota posterior).

Teorema 5.31 Si una circunferencia es ortogonal a otras dos, entonces es or-
togonal a todas las circunferencias del sistema coaxial que determinan.

DEMOSTRACION: Si llamamos ¢ y co a las dos circunferencias dadas, por
el teorema 5.11, el centro O de la circunferencia ortogonal ¢ tiene que estar en
el eje radical de las ¢; y ¢2 (que, en particular, no pueden ser concéntricas), y
ademés serd un punto exterior a ambas. La ortogonalidad implica que O esta
en las tangentes a ¢y por los puntos de corte, luego el radio de c es la distancia
de su centro a los puntos de tangencia, cuyo cuadrado es I, (O).

Si consideramos una tercera circunferencia cz del sistema coaxial, entonces
II3(0) =11, (0) > 0, luego O también esté en el exterior de c3 y, como el radio
de c es la raiz cuadrada de II., (O) = I, (O), es decir, de la distancia de O a los
puntos de tangencia con c3, concluimos que ¢ también es ortogonal a c3. m

Consideremos concretamente el caso del teorema anterior en el que las dos

circunferencias dadas ¢ y ¢y son disjuntas y sean K7 y K5 los puntos limite del
. . . . 32

sistema coaxial que determinan, es decir, son los puntos tales que OK,;” = II;(L).
Si consideramos una circunferencia ¢ de centro O ortogonal a las dos dadas, tiene
que cumplirse que II., (O) = Ik, (O), lo cual significa que OK; coincide con la
distancia de O a los puntos de tangencia de ¢;, que es precisamente el radio de c,
luego ¢ pasa por K1y Ko.

Reciprocamente, si una circunferencia c con centro O en el eje radical de ¢; y
co pasa por K y Ko, entonces su radio es la raiz cuadrada de Ik, (O) = II., (O),
luego es la distancia de O a los puntos de tangencia con ¢;, lo que significa que ¢
pasa por dichos puntos de tangencia, luego c es ortogonal a ¢; y co.
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Con esto hemos probado parte del teorema siguiente:

Teorema 5.32 Las circunferencias ortogonales a dos circunferencias que defi-
nen un sistema coaxial de tipo I son las circunferencias que pasan por los dos
puntos limite de dicho sistema, por lo que forman un sistema coaxial de tipo II.
Reciprocamente, las circunferencias ortogonales a dos circunferencias secantes
forman un sistema coazial de tipo I cuyos puntos limite son los puntos de corte
de las circunferencias dadas. Las circunferencias ortogonales a dos circunferen-
cias que definen un sistema coaxial de tipo III, es decir, tangentes, son las que
tienen centro en la tangente comun y pasan por el punto de tangencia, con lo
que forman otro sistema coazial de tipo III.

DEMOSTRACION: La primera parte ya esta probada. Dadas dos circunferen-
cias secantes, consideramos el sistema coaxial de tipo I que tiene a los puntos
de corte K7 y K2 como puntos limite (es decir, el formado por todas las circun-
ferencias ¢ con centro O en la recta KK fuera del segmento K1 K5 de modo

que I1.(L) = OKi2 o, equivalentemente, de radio \/ﬁ2 — OKiz).

Por la parte ya probada sabemos que las circunferencias ortogonales a dos
circunferencias cualesquiera de este haz son las que pasan por K; y Ks. En
particular esto vale para las dos circunferencias dadas, luego éstas son ortogo-
nales a todas las del sistema de tipo I que hemos construido. Y no puede haber
maés, pues una circunferencia ortogonal a las dos circunferencias dadas tiene que
tener su centro sobre su eje radical (por 5.11) y ser exterior a ambas, y el haz
de tipo I ya contiene una circunferencia con centro en cada punto con estas
caracteristicas y no puede haber més de una circunferencia ortogonal a otra con
centro en un punto dado.

El tercer caso es sencillo: si una circunferencia es ortogonal a dos circun-
ferencias tangentes, su centro tiene que estar en el eje radical, es decir, en la
tangente comun, y claramente tiene que pasar por el punto de tangencia, y las
circunferencias que cumplen esto forman un sistema de tipo III. [

Definicion 5.33 Dos sistemas coaxiales cuyas circunferencias sean mutuamente
ortogonales se dicen conjugados.

Hemos probado que cada sistema coaxial tiene un tnico sistema conjugado,
de modo que el conjugado de un sistema de tipo I es de tipo I y viceversa,
mientras que el conjugado de un sistema de tipo III es también de tipo III.

Nota Si consideramos que dos circunferencias concéntricas tienen como eje
radical la recta del infinito, entonces tendriamos un cuarto tipo de sistemas
coaxiales, formado por todas las circunferencias con centro en un mismo punto.

En principio, un sistema de tipo IV no tiene conjugado, pero si definimos
una circunferencia de radio infinito como una recta (cuyo centro es el punto de la
recta infinita en el que se cortan las perpendiculares a la recta dada), entonces
las “circunferencias” ortogonales a un sistema de circunferencias concéntricas
son todas las rectas que pasan por su centro comin. Si a su vez consideramos
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que un haz de rectas que pasan por un punto comin es un sistema coaxial (de
tipo V) cuyo eje radical es la recta infinita, entonces el conjugado de un sistema
de tipo IV es un sistema de tipo V y viceversa. n

Problema 5.9 Calcular los puntos limite del sistema coaxial determinado por
dos circunferencias disjuntas.

1. Trazamos la recta que une los centros de las circunferencias y su eje radical.
Llamamos L a la interseccion de ambas.

2. Trazamos la circunferencia que tiene a LOs por didmetro.

3. Trazamos la circunferencia de centro L que pasa por los puntos de corte
entre la circunferencia del paso anterior y la circunferencia dada de cen-
tro Os.

Esta circunferencia seré ortogonal a la circunferencia de centro Oz, pues
el triAngulo que pasa por L, O3 y uno de los puntos de corte es rectangulo,
al estar inscrito en la circunferencia del paso 2. Al tener su centro en L,
también tiene que ser ortogonal a la circunferencia dada de centro O;.

4. Los puntos limite buscados son las intersecciones de la circunferencia an-
terior con la recta O10s. [

Teorema 5.34 Si dos circunferencias son inversas respecto de una tercera, las
tres son coaxiales.

DEMOSTRACION: Sean c¢; y co las circunferencias inversas respecto de c. Si
c1 es secante a c, entonces co pasa por los mismos puntos de corte, luego las
tres son coaxiales. Lo mismo sucede si ¢; es tangente a ¢, considerando ahora
el punto de tangencia en lugar de los puntos de corte.
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Supongamos finalmente que ¢ y ¢; son disjuntas. Trazamos entonces dos
circunferencias dy y ds que sean ortogonales a ¢ y a ¢;. Por 5.22, sus inversas
son ellas mismas, luego también son ortogonales a la inversa de c1, que es cs.
Asi pues, ¢, ¢1 y co pertenecen al sistema coaxial conjugado del determinado
por dy y do. Notemos que los puntos limite de este sistema son los puntos de
corte de dy y da, que son conjugados respecto de c. [

En particular, dos circunferencias son coaxiales con sus circunferencias de
antisimilitud.

Conviene observar que, dado un sistema coaxial de tipo I, el inverso de uno
de sus puntos limite respecto de cualquier circunferencia ¢ del sistema es el otro
punto limite. En efecto, la circunferencia que tiene por diametro el segmento
comprendido por los dos puntos limite es ortogonal a ¢ y, de acuerdo con el
teorema 5.22 el inverso de uno respecto de ¢ tiene que ser el otro. A su vez, de
aqui se deduce:

Teorema 5.35 Dos circunferencias disjuntas se transforman en circunferen-
cias concéntricas por una inversion respecto de cualquier circunferencia centrada
en uno de los puntos limite del sistema coaxial que determinan.

DEMOSTRACION: Sea ¢ una de las circunferencias del sistema coaxial con
puntos limite K7 y K5 y sea ¢y una circunferencia con centro, por ejemplo, en
K. Segun el teoema 5.23, el centro de la inversa ¢’ respecto de ¢y se calcula
invirtiendo K respecto de ¢, lo cual, segiin la observacion previa al teorema, da
como resultado Ko, y luego invirtiendo K respecto de cg. Por lo tanto, las in-
versas respecto de ¢g de todas las circunferencias del sistema son circunferencias
de centro en K}, son tods concéntricas. L]

El teorema siguiente lo usaremos a medio plazo para demostrar el teorema de
Feuerbach sobre la circunferencia de los nueve puntos 5.56, si bien en la seccion
siguiente aprovecharemos a fondo un caso particular.

Teorema 5.36 Sicy,ca,c3 son tres circunferencias coaziales de centros respec-
tivos O1, 02,03, para cada punto P en cs3, las potencias de P respecto de las
otras dos circunferencias cumplen

(donde el cociente de segmentos hay que considerarlo orientado).

DEMOSTRACION: Por el teorema de Casey 5.10, si llamamos L a la intersec-
cién con el eje de centros del eje radical y P’ al pie de la perpendicular por P
al eje de centros, puesto que II3(P) = 0, tenemos que

II;(P) =20,03 - LP, IIo(P) = 20503 - LP,
de donde se sigue la conclusion. n

Y también se cumple el reciproco:
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Teorema 5.37 Dadas dos circunferencias ¢y y co y un nimero real r, el lugar
geométrico de los puntos P tales que I1;(P)/TIa(P) = r es una circunferencia
coaxial con las dadas salvo st v =1, en cuyo caso es el eje radical.

DEMOSTRACION: Si P cumple la relacion del enunciado con r # 1 (el caso
r = 1 es trivial), entonces P no esta en el eje radical, luego existe una unica
circunferencia cs en el sistema coaxial definido por ¢; y ¢a que pasa por P (véase
la observacion tras la definicion 5.30). Si Oz es el centro de c3, el teorema
anterior nos da que 0103/0203 = r, pero (teniendo en cuenta que longitudes
estan orientadas) hay un tnico punto O3 en la recta 0102 que cumple esto, y
hay una tnica circunferencia en el sistema coaxial con centro en Og, luego los
puntos P son precisamente los de esta circunferencia determinada por r. m

Asi pues, una circunferencia esta en el sistema coaxial definido por dos cir-
cunferencias si el cociente de las potencias de sus puntos respecto de ambas
toma un valor fijo 7.

5.8 Circunferencias de Apolonio

Los dos ultimos teoremas de la seccidon precedente son generalizaciones de
un teorema conocido ya por los griegos que vamos a introducir analizando un
problema clésico:

El problema de la persecuciéon de Apolonio Un barco se encuentra en
un punto A navegando en linea recta a velocidad v. Otro barco se encuentra en
otro punto B y quiere alcanzar al anterior. ;En qué direccion debe navegar en
linea recta para encontrarse con él si puede hacerlo a una velocidad w?

La figura muestra un ejemplo con la solucion: Si el barco situado en A se
mueve en la direcciéon senalada a una velocidad v y el barco situado en B es
capaz de navegar al doble de velocidad, debe hacerlo en la direccién que se
indica, pues BC = 2AC, de modo que ambos barcos llegaran a C al mismo
tiempo. ;Pero como encontrar en general el punto C7

Si ambos barcos se mueven a la misma velocidad, la respuesta es simple: el
segundo barco debe fijar el rumbo que hace que su trayectoria forme con AB el
mismo angulo que la del otro barco. Asi ambos llegaran a la vez al punto C":
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A | B

Equivalentemente, en funcién de cuél sea el rumbo del primer barco, ambos
se encontraran en un punto de la mediatriz del segmento AB si el barco situado
en A navega en direcciéon de dicha recta, o no se encontrardn nunca en caso
contrario. §Pero qué sucede si los barcos se mueven con velocidades diferentes?

Si C es el punto de encuentro, el primer barco llegara hasta él en un tiempo
t = AC /v, mientras que el segundo lo hara en un tiempo ¢t = BC/w. Puesto
que queremos que ambos lleguen a C al mismo tiempo, tendra que cumplirse
que
AC  w
— =—=r>0.
BC w
Hemos resuelto el problema cuando » = 1. En tal caso, los puntos C' que
cumplen esta relacién son los de la mediatriz del segmento AB. En el siglo 111
a.C., el matematico griego Apolonio de Perga demostr6é que los puntos C' que
cumplen esta relacion para un r # 1 fijo forman una circunferencia, conocida
hoy como la circunferencia de Apolonio:

Teorema 5.38 Dados dos puntos distintos A y B y un nidmero real v > 0,
r # 1, el lugar geométrico formado por los puntos P tales que

ar
BP

es una circunferencia con centro en la recta AB.

En realidad este teorema es un caso particular de un teorema que ya hemos
demostrado, pues la relaciéon puede escribirse equivalentemente como
——2
AP 9
—— =T,
BP
y asi el miembro izquierdo se interpreta como el cociente de las potencias de P

respecto de los puntos A y B (vistos como circunferencias de radio 0), y la
conclusién nos la da el teorema 5.37.

Problema 5.10 Construir la circunferencia de Apolonio correspondiente a dos
puntos A y B y a una razon r >0, r # 1.

1. Trazamos la circunferencia de centro A y radio r, y llamamos P y Q a los
puntos donde corta a la perpendicular a AB por A.

2. Trazamos la perpendicular a AB por B y trazamos en ella un punto P’
que diste de B una unidad. (Alternativamente, si 7 = a/b, podemos tomar
AP =a, BP' =b.)
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3. Llamamos C'y D a los puntos donde las rectas P'P y P'Q cortan a AB.
(Notemos que si fuera r = 1 la recta PP’ serfa paralela a AB.)

Notemos que C' y D estén en la circunferencia de Apolonio, pues
AD AP AT AQ
BD BP BC BP

=r.

)

4. Trazamos el punto medio M de CD.

5. Trazamos la circunferencia de centro M y radio M C, que es la circunfe-
rencia de Apolonio.

Asi pues, para resolver el problema de la persecucion de Apolonio basta
trazar la circunferencia de Apolonio correspondiente a los puntos A y B y al
cociente de las velocidades de los barcos, trazar la semirrecta de origen A que
corresponde a la ruta del barco y considerar el punto donde ésta corta a la
circunferencia de Apolonio. Es a dicho punto hacia el que debe navegar el barco
que se encuentra en B.

Notemos que si la velocidad del barco perseguidor es mayor que la del barco
perseguido, entonces la circunferencia rodea a éste, por lo que el problema siem-
pre tiene una tunica solucion. En el caso contrario la circunferencia rodea al
perseguidor, por lo que si el rumbo del barco perseguido no la corta el problema
no tiene solucién, y en caso contrario puede tener una o dos soluciones.

Problema 5.11 Construir la circunferencia de Apolonio correspondiente a dos
puntos A y B que pasa por un punto P distinto de A y B.

El problema tendra solucién si y solo si AP # BP. En tal caso basta modifi-
car la construccion del problema precedente levantando sobre A y B segmentos
perpendiculares de longitud AP y BP, respectivamente:
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_ La construccién muestra que la circunferencia de Apolonio rodea a A si
AP < BP y rodea a B si BP < AP.

En realidad el teorema 5.37 nos da mas informaciéon que la que hemos usado
hasta ahora, pues nos asegura que toda circunferencia de Apolonio correspon-
diente a dos puntos A y B es coaxial con ambos puntos. Por lo tanto:

Teorema 5.39 Un sistema coaxial de tipo I estd formado por los todas las
circunferencias de Apolonio respecto de sus puntos limite.

DEMOSTRACION: Segiun acabamos de senalar, toda circunferencia de Apo-
lonio respecto de dos puntos pertenece al sistema, coaxial de tipo I que los tiene
por puntos limite y, para cada punto P que no esté en su eje radical (es decir,
en la mediatriz del segmento determinado por ambos puntos) existe una tunica
circunferencia de Apolonio que pasa por P y una Unica circunferencia en el
sistema coaxial, luego ambos contienen las mismas circunferencias. m

En particular:

Teorema 5.40 Toda circunferencia de Apolonio respecto de dos puntos A y B
es ortogonal a todas las circunferencias que pasan por A y B.

DEMOSTRACION: Las circunferencias que pasan por A y B forman el sistema
coaxial conjugado del sistema de tipo I que tiene los puntos A y B como puntos
limite, es decir, con el formado por las circunferencias de Apolonio respecto de
Ay B, luego unas son ortogonales a las otras. m

En particular, la circunferencia de Apolonio respecto a dos puntos Ay B que
pasa por un punto P que no esté en AB es ortogonal a la circunferencia circuns-
crita al tridngulo ABP 0, equivalentemente, tiene su centro en la interseccion
de AB con la tangente por P a dicha circunferencia. Esto nos proporciona un
método para calcular dicho centro:
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Ahora probamos un hecho que habiamos anunciado en el capitulo precedente:

Teorema 5.41 El incentro de un tridngulo no equildtero estd sobre su recta de
Euler si y sdlo si el tridngulo es isdsceles, en cuyo caso la recta de Euler es la
bisectriz y la mediana correspondiente al el vértice de dngulo desigual.

DEMOSTRACION: Dejamos al lector la comprobacion de que en los tridngu-
los isosceles la situaciéon es la descrita. Supongamos que el incentro I de un
tridngulo ABC' esta en la recta de Euler. Por el teorema 4.54 sabemos que la
bisectriz Al es también la bisectriz de OAH, donde O es el circuncentro y H el
ortocentro. Este angulo es nulo si A esté en la recta de Euler. En caso contrario
el teorema 4.3 aplicado al triangulo AOH nos da que

A7\l
AO 10’
Igualmente, si B y C tampoco estan en la recta de Euler, tenemos que
AH BH CH _ HI B
AO  BO CO 10
Pero esto significa que los cuatro puntos A, B, C, I estan en la circunferencia de
Apolonio determinada por H, O y la razén r (no puede ser r = 1, pues entonces
los cuatro puntos estarian sobre una misma recta), pero esto es imposible, pues
entonces [ estaria fuera del triangulo.

Concluimos que uno de los vértices del triangulo esta en la recta de Euler,

y eso se traduce en que dicha recta es la mediana y la altura del lado opuesto,

luego también es su mediatriz, y esto a su vez implica que el vértice equidista
de los otros dos, luego el tridngulo es isosceles. ]

T.

El teorema 5.38 admite una precisién:

Teorema 5.42 Si r > 1, el interior de la circunferencia de Apolonio deter-
minada por dos puntos A y B con razén r estd formada por los puntos P que

cumplen
AP
= >T.
BP

(Y si 0 < r <1, el interior estd formado por los puntos que cumplen la des-
igualdad opuesta.)

DEMOSTRACION: Tomemos un punto P situado sobre la circunferencia de
Apolonio y sea P’ otro punto situado en la semirrecta 1@:

Pl

P
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El teorema del coseno nos da que
—2 ——2 2
BP"" = AP" + AB" — 2AP’ AB cos 3,

bajo el supuesto de que P no esté en la recta AB, pero la féormula también es
cierta en este caso tomando 8 =0 o 8 = w. Equivalentemente,

BP" . 4B (AB
ap° AP

En particular esto vale cuando P’ = P, en cuyo caso se cumple que

1<7’21+j]€<i§2c0s[3>,

lo que implica que AB/AP — 2cos 3 > 0. Ahora, si AP’ > AP, tenemos que

AB AB
—2cos 8 < =— — 2cos 3,
AP’ AP
luego
BP” AB (AB AB (AB
2:1+7 7—2C056 <1+: :—QCOS/B
AP’ AP \ AP’ AP \ AP
AB (AB
< 1—|— ﬁ (/LP —2COSﬁ) :7"2,
luego
BP! <
— <.
AP’

Igualmente se razona que si AP’ < AP tenemos la desigualdad opuesta.

Si 0 < r < 1 basta tener en cuenta que

AP
— =7
BP

es equivalente a
BP 1
AP 1’

de modo que la circunferencia de Apolonio correspondiente a A y B con razon
r es la misma que la correspondiente a B y A con razoén 1/r, y basta aplicar la
parte ya probada. m
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Circunferencias de Apolonio de un tridngulo Cada tridngulo determina
tres circunferencias de Apolonio de forma natural:

Definicion 5.43 Si ABC es un triangulo escaleno, sus circunferencias de Apo-
lonio son las circunferencias de Apolonio respecto de dos de sus vértices que
pasan por el tercero.

Esta definiciéon puede extenderse a triangulos arbitrarios si convenimos en
que la “circunferencia de Apolonio” respecto de dos puntos que pasa por un punto
de su mediatriz es dicha mediatriz. Asi todo tridngulo tiene tres circunferencias
de Apolonio, si bien algunas de ellas (o todas) pueden ser lineas rectas.

La figura muestra las tres circunferencias de Apolonio de un tridngulo esca-
leno, y vemos en ella varios hechos que no son casuales. Por ejemplo, vemos que
las tres pasan por un mismo par de puntos S y S’.

En efecto, renombrando los vértices, podemos suponer que AC < BC' < AB,
tal y como muestra la figura. Entonces, la circunferencia de Apolonio respecto
de A y C que pasa por B rodea a C, y lo mismo sucede con la circunferencia
de Apolonio respecto de B y C' que pasa por A, luego ambas tienen a C' en su
interior, lo que obliga a que se corten en dos puntos distintos S y S’. Asi, el
punto S cumple S S

AS AB BS BA
CS OB’ cs CA
y despejando AS y BS y calculando el cociente llegamos a:
A5 AC
BS BC
lo que significa que S también estéd en la circunferencia de Apolonio respecto de

Ay B que pasa por C, es decir, que esta en las tres circunferencias de Apolonio,
y lo mismo vale para S’.
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Notemos que el razonamiento vale igualmente para triangulos is6sceles no
equilaterios (con el convenio de que la tercera circunferencia de Apolonio es la
mediatriz del lado desigual), mientras que para tridngulos equilateros las tres
“circunferencias” de Apolonio son las tres mediatrices, que se cortan en un punto.

Definicion 5.44 Los puntos isodindmicos de un tridngulo no equilétero son los
puntos S y S’ en los que se cortan sus tres circunferencias de Apolonio.

La propia construccion de las circunferencias de Apolonio implica que sus
centros Oy, Oy v O, estan sobre las prolongaciones de los lados BC, AC'y AB,
respectivamente, y S5’ es una cuerda comun a las tres circunferencias. Como
el centro de una circunferencia esta siempre sobre la mediatriz de cualquiera de
sus cuerdas, ahora es inmediato que los tres centros estan alineados, y que, més
concretamente, la recta que los contiene es la mediatriz de SS’.

La recta SS’ se llama eje de Brocard del tridngulo, mientras que la recta que
pasa por los tres centros de las circunferencias de Apolonio es el eje de Lemoine.

En la figura se observan también los hechos siguientes:

Teorema 5.45 El circuncentro y el punto simediano de un tridngulo no equi-
latero estan sobre su eje de Brocard, es decir, son colineales con los puntos
isodindmicos. Mads atn, el eje de Lemoine es la recta polar del punto simediano
respecto de la circunferencia circunscrita.

DEMOSTRACION: El resultado es trivial para los triangulos isosceles, pues
los puntos isodinamicos, al igual que el circuncentro y el punto simediano, estan
sobre la mediatriz del lado desigual.

Para tridangulos escalenos tenemos que las tres circunferencias de Apolonio
forman parte de un sistema coaxial de tipo II, y por 5.40 sabemos que la circun-
ferencia circunscrita es ortogonal a las tres, luego forma parte del haz conjugado
de tipo I que tiene por puntos limite a los puntos isodinamicos, luego su centro
es colineal con ellos.

Por otra parte, sabemos (véase la observacion tras 5.40) que el centro O, es
la interseccion de BC' y la tangente a la circunferencia circunscrita por A. La
tangente es la recta polar de A mientras que BC' es la recta polar del punto T4
donde se cortan las tangentes por B y por C. Por lo tanto, la recta polar de O,
es la recta AT, que por 4.26 es la simediana que pasa por A, luego contiene
al punto simediano K. Por consiguiente, O, esta en la polar de K, y lo mismo
vale para los otros dos centros, luego el eje de Lemoine no es sino la recta polar
de K.

Por consiguiente, el eje de Lemoine es perpendicular a OK y corta a esta
recta en el inverso K’, pero ya hemos probado que el eje de Brocard también
pasa por O (y es perpendicular al eje de Lemoine), luego el eje de Brocard es la
recta OK. m

Observemos también que los puntos isodinamicos son inversos respecto de la
circunferencia circunscrita, pues las circunferencias de Apolonio son ortogonales
a ella, luego por 5.22 sabemos que el inverso de S tiene que estar en las tres,
luego tiene que ser S’.
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5.9 Triangulos pedales

Ahora estamos en condiciones de estudiar mas a fondo el tridangulo pedal
de un punto respecto de un triangulo. Empezamos con una caracterizacion
interesante de las circunferencias de Apolonio de un tridngulo:

Teorema 5.46 Un punto P estd en la circunferencia de Apolonio de un tridn-
gulo ABC' correspondiente a los vértices B y C si y sdlo si su tridngulo pedal
P,P,P. cumple P,P, = P, P..

DEMOSTRACION: Por el teorema 4.36 sabemos que

P,P, = PC sen C’, P,P. = PBsen B.

Por lo tanto, P, P, = P, P, es equivalente a que

PB _send _AB
TC_SGDC_E7

donde la ultima igualdad es el teorema de los senos. A su vez, esto es equivalente
a que P esté en el circulo de Apolonio determinado por By C con razéon AB/AC,
que es precisamente el circulo de Apolonio correspondiente al tridangulo (ya que
pasa obviamente por A).

P q
NN
_ /Py
Pc A
En particular:

Teorema 5.47 Los puntos isodindmicos de un tridngulo son los puntos cuyo
tridngulo pedal es equildtero.

Ahora bien, por el teorema 4.32, los tridngulos pedales Sﬁc y SZI?IQSQ no
pueden ser directamente semejantes con esta correspondencia entre los vértices,
es decir, que tienen que estar orientados de forma opuesta, lo que se traduce en
que uno de ellos cumplira

—

91508 = 5595y = S45.5, = 60°

y el otro
SpSL Sl = 8158l = 5155 = 120°,

como se observa en la figura:
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De aqui extraemos una consecuencia notable:

Teorema 5.48 Los puntos isodindmicos de un tridngulo no equildtero son los
congugados isogonales de los centros isogonicos.

DEMOSTRACION: Sea S uno de los puntos isodinamicos y sea T' su conjugado
isogonal. Por el teorema 4.30 aplicado al triangulo pedal de .S, tenemos que

BSC = BAC + 5,5,5..
Por otro lado, el teorema 4.55 nos da que
BSC + BTC = BAC,
luego en total tenemos que
BAC + 8,5,5. + BTC = BAC,
luego BTC = SC/SQ\Sb y, similarmente,
BTC = 5.5.8, CTA=S,55., ATB=S5,5.5,.

Ahora bien, las observaciones previas al enunciado nos dan que estos tres d&ngulos
son iguales a 60° o a 120°, luego T es uno de los centros isogonicos del triangulo.
|

El teorema 5.46 admite una generalizacion. Segun el teorema 4.32, dos
puntos distintos no pueden tener tridngulos pedales directamente semejantes con
la correspondencia natural entre sus vértices, pero deja abierta la posibilidad
de que haya dos puntos distintos cuyos triangulos pedales sean inversamente
semejantes. Es el caso de los puntos isodindmicos, pero la situacién general es
la siguiente:

Teorema 5.49 Dos puntos P y @ son mutuamente inversos respecto a la cir-

cunferencia de Apolonio de un tridngulo que pasa por su vértice A, si y sdlo si
L. _ —_— i .

sus triangulos pedales P, P, P, y Q,Q.Qp son inversamente semejantes con esta

correspondencia en concreto entre sus vértices.
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DEMOSTRACION: Llamemos Cy4 a la circunferencia de Apolonio que pasa
por el vértice A. Como la circunferencia circunscrita es ortogonal a ella, el
teorema 5.22 nos da que el inverso de B respecto de C'4 tiene que estar en B
y, a la vez, en la recta OoB = BC, luego tiene que ser C'. Por 5.21 tenemos
que B,C, P, estan sobre una misma circunferencia, luego BPC = EQ\C’ El
teorema 4.30 nos da entonces que

BAC + P,P,P. = BPC = BQC = BAC + Q3,Q.Q.,

luego Pb/Pa\PC = Qb/QI)C. Si probamos ademas que PﬁDC\Pb = QC/Qb\Qa tendre-
mos la semejanza requerida de los tridngulos pedales. Aplicamos de nuevo el
teorema 4.30:

APB = ACB + P,P.P,, CQA=CBA+ Q.Q,Q..
Asi, para probar que Pﬁ-’c\Pb = QC/Qb\Qa basta ver que
APB + BCA = CAQ + ABC,

o también, APB + A/Q\C - ACB + ABC. Pero 5.24 aplicado a los puntos
A, @Q,C nos da que

40,C = APB + AQC,

luego lo que tenemos que probar es
40,C = ACB + ABC.
Ahora bien:
ACB + ABC = AAB + ABC = 0,AB + ABO, = A0,C.

Como B y C aparecen de forma simétrica en las hipdtesis, intercambiando

sus papeles obtenemos que P, P,P, = Q,Q.Q,, y asi tenemos la semejanza que
querfamos probar.

Reciprocamente, si se da la semejanza inversa entre los tridngulos pedales
de Py @, por la parte ya probada, el triangulo pedal del inverso Q' sera in-
versamente semejante al de @, luego directamente semajante al de P y, por el
teorema 4.32 tiene que ser P = Q'. "

Ahora vamos a relacionar los tridngulos pedales de los puntos conjugados
isogonales. Primero demostramos un hecho general:

Teorema 5.50 Dos puntos P y @ se encuentran sobre rectas simétricas res-
pecto de la bisectriz de un dngulo si y sélo si sus distancias a los lados son
inversamente proporcionales, es decir, con la notacion de la figura, si
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) Q

DEMOSTRACION: Observemos que los cuatro puntos O, P, Py, P, estéan sobre
la circunferencia de diametro OP, luego P/O\Pg = @2 y ,PT,P\PQ = PTO\PQ.
Igualmente, O, @, @1, Q2 estan sobre una circunferencia y asi Q/l—O\Q = Q@Q
y

@1QQ2 = Q10Q> = PLOP, = PPP,.

Ahora, esta igualdad junto con x/y = s/r nos da que los triangulos Py PP,
y Q20QQ)1 son semejantes, luego

POP, = PP Py = Q1Q2Q = Q,00Q,

y esto significa que las rectas OP y OQ son simétricas respecto de la bisectriz.
Todos los pasos son reversibles y prueban la implicaciéon opuesta, pero hay un
argumento mas simple: Si las rectas son simétricas, al calcular el punto simétrico
de @’ obtenemos la situacién que muestra la figura, y el teorema de Tales nos
da la conclusién.

1 Q, Q

Teorema 5.51 En las condiciones del teorema anterior, si P y Q estdn sobre
rectas simétricas, entonces los puntos Py, Py, Q1,Q2 estdn sobre una misma
circunferencia cuyo centro es el punto medio de PQ).
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DEMOSTRACION: Usando la semejanza entre los tridngulos OQQ1 v OP P,
por una parte, y OQQ2 y OPP; por otra, obtenemos que

001 _ 0Q _ 0Qs
OP, OP OP,’

es decir, OQ1-OP; = OP5-0Q2. Ademas, O esta entre P; y Q1 siy solo si estéa
entre P y (Q2, luego el teorema 5.5 nos da que los cuatro puntos estan sobre una
misma circunferencia, cuyo centro esta en las mediatrices de las cuerdas PiQ y
P5Q5, pero es claro que el punto medio de PQ se proyecta en los puntos medios
de las proyecciones de sus extremos, luego estd en ambas mediatrices. L]

Como consecuencia:

Teorema 5.52 Si dos puntos son conjugados isogonales respecto de un tridn-
gulo, sus tridngulos pedales estdn inscritos en la misma circunferencia, cuyo
centro es el punto medio de los puntos dados.

DEMOSTRACION: Sean P y @ los puntos conjugados y sea M su punto
medio. Por el teorema anterior, los pies de las perpendiculares P,, Py, Qq, Q.
estan en una circunferencia con centro en M, pero también P,, P., Q,, Q. estan
en una circunferencia con centro en M, y dos circunferencias con el mismo centro
y un punto en comin son iguales, luego los seis puntos estan sobre una misma
circunferencia. n

Nota Mas precisamente, si la circunferencia circunscrita al tridngulo pedal
de P corta a las prolongaciones de los lados del tridAngulo en otros tres puntos
Qa, Qp, Q., éstos tienen que ser los pies de las perpendiculares del punto conju-
gado @, es decir, no puede ser que sea, por ejemplo, P, = (), a menos que la
circunferencia sea tangente al lado BC.

En efecto, si P, = @, entonces el centro O de la circunferencia pedal esté
en PP, = QQ, = OF,, por lo que la recta OP, es perpendicular a BC', y esto
significa que la circunferencia es tangente a BC. L]

Definicion 5.53 La circunferencia circunscrita al tridngulo pedal de un punto
respecto de un tridngulo se llama circunferencia pedal del punto.
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En estos términos hemos demostrado que dos puntos son conjugados isogo-
nales si y solo si tienen la misma circunferencia pedal.

Observemos que el teorema anterior nos da un procedimiento para calcular
el conjugado isogonal de un punto: calculamos su triangulo pedal, trazamos su
circunferencia circunscrita y calculamos el simétrico del punto respecto al centro
de ésta. He aqui otra posibilidad:

Teorema 5.54 El conjugado isogonal de un punto respecto de un triangulo es
el centro de la circunferencia que pasa por sus puntos simétricos respecto de los
lados.

P’

>
o

DEMOSTRACION: Sean P, P/, P! los puntos simétricos de P respecto de los
lados y P,, Py, P. los pies de las perpendiculares. Entonces P?ZZPC' es la imagen
de Pﬁ% por la homotecia de centro P y razon 2, luego el centro @ de la
circunferencia circunscrita de P?éPC’ es también la imagen por dicha homotecia

del centro R de la circunferencia circunscrita de P,P,P.. Esto significa que R
es el punto medio de P y @, luego por el teorema 5.52 concluimos que @ es el
conjugado isogonal de P.
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Teorema 5.55 Si dos puntos P y QQ son conjugados isogonales respecto de un
tridngulo y son colineales con el circuncentro, entonces su circunferencia pedal
es tangente a la circunferencia de los nueve puntos.

DEMOSTRACION: Sean X e Y las intersecciones de OP = OQ con la cir-
cunferencia circunscrita. Sus rectas de Simson Sx y Sy son perpendiculares
(teorema 4.39) y se cortan en un punto L de la circunferencia de los nueve pun-
tos (teorema 4.41). Los pies X, e Y, de las perpendiculares por X, Y a BC
estan sobre Sx y Sy, respectivamente y, como O es el punto medio de XY,
el punto medio M, del lado BC, que es el pie de la perpendicular a BC por
O, es también el punto medio de XY. Como Sx y Sy son perpendiculares,
la circunferencia que pasa por L, X,,Y, tiene por didmetro a X,Y,, luego su
centro es M,. .

Si R = OX = OY es el circunradio de ABC, por el teorema de Tales tenemos
que

WP, _OP W, _0Q

M,X, R’ M,Y, R’

=

y, teniendo en cuenta que M, X, = M,Y, = M,L,

M, P, M,Q, OP-0Q
MaL2 RZ

Como el miembro derecho no depende del lado BC' que estamos conside-
rando, podemos concluir que

MaPa'MaQa _ Mbe'Mbe _ McPc'Mch _ W@

ML M,L° ML R?

Como P y @ son conjugados isogonales, el teorema 5.52 nos da que las seis
proyecciones estédn sobre una misma circunferencia de centro O’, de modo que
los productos de los numeradores son las potencias de los puntos M, My, M.,



5.9. Tridngulos pedales 267

y los denominadores pueden verse como las potencias de estos mismos puntos
respecto de la circunferencia de centro L y radio 0. El teorema 5.37 nos da que
el lugar geométrico de los puntos D que cumplen

DP.-M.Q. OP-0Q

m2 - R2

es una circunferencia coaxial con L y con la circunferencia pedal de Py Q y
contiene a los puntos M,, My, M. luego tiene que ser la circunferencia de los
nueve puntos. En particular, su centro N es colineal con L y con el centro O’

Pero L esta en la circunferencia de los nueve puntos, luego el eje radical de
ambas es la tangente a ésta por el punto L y el sistema coaxial que determinan
es el formado por las circunferencias tangentes a la circunferencia de los nueve
puntos por el punto L, y vemos que la circunferencia pedal es una de ellas. =

En particular, si aplicamos el teorema anterior cuando P y @) son el incentro
o uno de los excentros de un triangulo (que son sus propios conjugados isogo-
nales), entonces la circunferencia pedal es la circunferencia inscrita o una de
las circunferencias excritas, luego tenemos demostrado el teorema més famoso
sobre la circunferencia de los nueve puntos:

Teorema 5.56 (Feuerbach) La circunferencia de los nueve puntos de un tri-
dangulo es tangente a sus cuatro circunferencias tritangentes.

La figura muestra las circunferencias tritangentes de un tridangulo, su circun-
ferencia de los nueve puntos y todos los puntos de tangencia entre ellas y con
los lados del triangulo.
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Los puntos de tangencia entre la circunferencia de los nueve puntos y las
circunferencias tritangentes se llaman puntos de Feuerbach del tridngulo. He-
mos demostrado que el punto de Feuerbach L correspondiente a uno de los
centros I (el incentro o un excentro) es la interseccion de las rectas de Simson
correspondientes a los puntos X, Y donde la recta OI corta a la circunferencia
circunscrita. Obviamente, también esta en la recta N1.

Una consecuencia del teorema de Feuerbach es la relacion siguiente entre el
circunradio R, el inradio r y la distancia de N a I:

— 1
NI:§R—’I".

En efecto, R/2 es el radio de la circunferencia de los nueve puntos, y basta
tener en cuenta que NI = LN — LI = R/2 — r. Combinando esta férmula con
la férmula de Euler 4.2, vemos que

OI' = R(R — 2r) = 2R NT.

Pero el incentro I esta dentro de la circunferencia circunscrita, de manera que
OI < R. Si el triangulo no es equilatero, entonces O # 0 (teorema 4.1), y asi

Of — oNT 2 < onT.
[0J)

A su vez, segiun el teorema 5.42, esto significa que I se encuentra en el interior
de la circunferencia de Apolonio determinada por O y N con razon 2. Ahora
bien, el ortocentro H y el baricentro G cumplen

OH
NH

e

2—:.
NG

En efecto, la primera igualdad se sigue del teorema 4.10 y por el teorema 4.8
tenemos que OG = (1/3)OH, luego

NG =0ON -0G =

luego
oG 13
NG 1/2-1/3
Esto significa que H y G estan en la circunferencia de Apolonio, pero el centro

de ésta se encuentra sobre la recta ON = HG (la recta de Euler), por lo que
HG es un diametro de la circunferencia de Apolonio considerada.

2.

Definicion 5.57 El circulo ortocentroidal de un tridngulo no equilatero es el
circulo que tiene por diametro el segmento HG, donde H es el ortocentro y G
el baricentro (también llamado centroide).
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Segun acabamos de ver, el circulo ortocentroidal es el circulo limitado por
la circunferencia de Apolonio determinada por O y N con razén 2, de modo
que tiene a N en su interior y a O en su exterior. Casi hemos demostrado el
teorema siguiente:

Teorema 5.58 Fl incentro de un tridngulo no equildtero se encuentra en el
circulo ortocentroidal (pero no en su frontera) y es distinto del centro de la
circunferencia de los nueve puntos.

DEMOSTRACION: Solo falta probar que el incentro I de un tridngulo no
equilatero no puede coincidir con el centro N de la circunferencia de los nueve
puntos. En efecto, si se diera la coincidencia, la formula que hemos deducido
del teorema de Feuerbach nos daria que R/2 — r = 0, es decir, que R = 2r, lo
que por la formula de Euler equivale a que I = O, y esto solo lo cumplen los
tridngulos equilateros (teorema 4.1). "






Capitulo VI

Niimeros complejos

En este capitulo estudiaremos la geometria de los ntimeros complejos. Re-
cordemos (véase el final de la seccion 1.1 de [ITAn]) que el cuerpo C de los
nimeros complejos esté formado por todos los nimeros de la forma z = z + 1,
donde x,y son nameros reales (llamados “parte real” y “parte imaginaria” del
nimero complejo z) e i es la unidad imaginaria, que cumple i> = —1. Dos
nimeros complejos son iguales si y s6lo si lo son sus partes real e imaginaria,
lo que permite identificar a los nimeros complejos con los pares de R? y, por
lo tanto —fijado un sistema de referencia— con los puntos del plano (véase el
apéndice A). Recordemos también que el conjugado de un ndmero complejo

z =z + yi se define como zZ = z — yi y el moédulo como |z| = 2z = /22 + y2.

6.1 Isometrias y semejanzas

Cuando identificamos C = R?, la suma de niimeros complejos se convierte
en la suma de vectores, cuya interpretaciéon geométrica es elemental y la hemos
discutido en la seccion A.1. Veamos ahora la interpretaciéon del producto de
nimeros complejos. Més precisamente, consideremos un ntimero complejo fijo
a = a1 + az? y la aplicacion 2’ = az que define. Explicitamente, si 2 = x + yi y
2/ =z’ + 91, entonces

¥ +y'i = (a1 + agi)(z + yi) = a1 — asy + (azx + a1y)i.

Si identificamos z con el par (x,y) y 2’ con el par (z/,y), entonces

a a
(@",y') = (17 — a2y, azx + ary) = (w,y)( o )
as ai

Si exigimos ademas que |a] = a3 + a3 = 1, entonces la expresiéon anterior
corresponde a un giro alrededor del punto 0. (Véase el apartado correspondiente

a los giros en la seccion A.3.)

271
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En cambio, si consideramos la aplicacion 2z’ = aZ, el mismo desarrollo (cam-
biando y por —y) nos da que

W= (),

a2 —ap

por lo que, siempre suponiendo que |a|] = 1, lo que tenemos es una simetria
axial. En estos términos, el teorema A.7 afirma lo siguiente:

Teorema 6.1 Las isometrias del plano complejo son las transformaciones de
la forma 2’ = az+b 0 2/ = az+b, donde a,b son nimeros complejos con |a| = 1.

Para eliminar la restricciéon sobre el modulo de a tenemos que introducir el
concepto siguiente:

Definicion 6.2 Una semejanza del plano de razén r > 0 es una transformacion
z +— f(z) con la propiedad de que

|f(21) = f(22)| = 7|21 — 22|

Asi, las isometrias son las semejanzas de razéon » = 1. En otros términos,
si las isometrias son las transformaciones que conservan las distancias, las se-
mejanzas son las transformaciones que alteran las distancias en una proporciéon
fija (las duplican, las triplican, las reducen a la mitad, etc.).

Teorema 6.3 La semejanzas del plano complejo son las transformaciones de
la forma 2z’ = az+b o 2’ = az+b, donde a,b son nimeros complejos con a # 0.

DEMOSTRACION: Si z’ = f(2) es una semejanza de razén r > 0, es claro que

z"" = f(z)/r es una isometria, pues
"= f2)/ i fa, p

|21 = 25| = |f(z1)/r = f(z2)/r] = |f(21) = f(22)|/r = |21 = 22|.

Por el teorema anterior, f(z)/r = agz + by o bien f(z)/r = aoZ + by, para
ciertos nimeros complejos ag, by con |ag| = 1. Por lo tanto f(z) = ragz + rbg
o bien f(z) = ragz + rbg, luego f(z) es de la forma requerida. El reciproco se
prueba de forma similar, tomando r = |a|. "

La prueba del teorema anterior muestra que una semejanza de razén r se
descompone en una isometria f(z)/r seguida de una homotecia de razén r (la
dada por z — rz).

Dos figuras se dicen semejantes si una se puede transformar en la otra me-
diante una semejanza.

Ahora tenemos dos nociones distintas de semejanza de triangulos, pero va-

mos a probar que son la misma:

Teorema 6.4 Dados dos tridngulos ABC y A’B'C’, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:
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1. Eziste una semejanza directa (es decir, de la forma z' = az +b) que
transforma un triangulo en otro.

2. Los dos tridngulos son directamente semejantes, es decir, sus dngulos di-
rigidos correspondientes son iguales.

3. Se cumple la relacion
B-A B -A
C—A C —A"

DEMOSTRACION: 1) = 2) es inmediato, pues una semejanza directa es una
isometria directa (un giro seguido de una traslacion) seguida de una homotecia,

—_—
luego el triangulo ABC se transforma primero en otro igual (es decir, con-
gruente, con dngulos dirigidos iguales) y éste a su vez, a través de la homotecia,
se transforma en un triangulo directamente semejante.

2) = 3) Los triangulos son directamente similares si y solo si tienen iguales
dos pares de lados:

|B—A|=|B' —A|, |C-A=|C"-A

y también el angulo dirigido que forman: BAC = B'A'C". Sean

B-A . B A

w= =7, V==,

C—-A cr—A
que cumplen |z| = |2/| = 1. Por lo tanto, z — wz es un giro que transforma
el vector AC = C — A en AB = B — A, e igualmente con w’. Ahora bien, la

igualdad BAC = B'A/C! implica que el mismo giro que transforma B en A
debe transformar A'C’ en A'B’, lo que significa que w = w'.

3) = 1) Basta considerar la semejanza

7= f(z) = %(zﬂ@ + A
Asi f(A) =4, f(C)=C"y
c'—-A /_B,_A/ / / A 5
[B)= G (B-A)+ A =5—3(C" -A)+ A =B

6.2 Transformaciones circulares

En la seccion anterior hemos interpretado geométricamente el producto de
nameros complejos (y la conjugacion compleja). Ahora vamos a interpretar el
cociente. El caso méas simple es el siguiente:

Teorema 6.5 La transformacion z' = R?/z es la inversion respecto a la cir-
cunferencia de centro 0 y radio R.
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DEMOSTRACION: En efecto, si z # 0, entonces

, R?> R?
7= =152
z e
luego 2’ es un multiplo de z por un factor positivo, lo que se interpreta como
que z y 2’ estan sobre la misma semirrecta de origen 0, y ademés |z||2/| = R?,
lo que significa que 2’ es el inverso de z respecto de la circunferencia de centro 0
y radio r. L]

Es claro que para calcular el inverso de un punto z respecto de una circunfe-
rencia de centro un punto O y radio R podemos trasladar z y la circunferencia
de modo que O pase a ser 0, calcular el inverso del trasladado z — O y trasladar
de vuelta el resultado, es decir, que

, R? Oz + R? — |O|?

— _L0-=
=507 -0

Por lo tanto, las inversiones son transformaciones circulares en el sentido
siguiente:

Definicion 6.6 Una transformacion de Mébius es una transformacion de la

forma )

,  az

= — d_b .
T ey ¢ c70

Una transformacion circular es una transformacion de Mébius o bien una trans-
formacién de la forma

az+b

==, ad — be # 0.
cz+d
Las transformaciones de M&bius se llaman transformaciones circulares di-

rectas, mientras que las que incluyen la conjugacion son las transformaciones
circulares inversas.

Notemos que si ¢ # 0, entonces la transformacion circular no esta definida
para z = —d/c si es directa o para z = —d/¢ si es inversa.

La razon para exigir ad — bc # 0 es que, en caso contrario, o bien ¢ = d = 0,
en cuyo caso la expresion no tiene sentido, o si, por ejemplo, ¢ # 0 en el caso
directo, tenemos que

, _acz+bc acz+ad acz+d a

T z4+cd  2zt+ed cezt+d ¢

Y

con lo que todos los puntos tienen la misma imagen. Si d # 0 se llega a la misma
conclusion, al igual que si la transformaciéon es inversa.

Por el contrario, con la condicién ad — be # 0 podemos despejar:

az+b=2'(cz+d)=czz' +d,
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de donde
(a—c2')z=dz' —b,

luego
dz' —b
2= —" con da— (—b)(—c)=ad—bc # 0.
=2 (~b)(~¢) +
Esto significa que cada punto z’ es la imagen de un tnico punto z por cual-
quier transformacion de Mobius dada, salvo si ¢ # 0, en cuyo caso 2z’ = a/c no

tiene antiimagen.

El punto infinito Es util adoptar el convenio de que si

az+b

)=

es una transformacién de Mébius con ¢ # 0, entonces!

f(=dje) =00, f(o0) = a/e,

mientras que si ¢ = 0 convenimos que f(co) = co. Para una transformacion
circular inversa el convenio adecuado es

f(=d/e) =00,  f(e0)=a/e,
e igualmente f(00) = oo sic=0.

Asi, si llamamos C* = C U {o0}, tenemos que cada punto de C* tiene una
Gnica imagen y una tnica antiimagen respecto de cada transformacion circular.
n

Hemos probado que las inversiones son transformaciones circulares inversas,
pero las transformaciones circulares incluyen también las semejanzas (cuando
¢ =0y d=1), y en particular las isometrias (cuando ademas |a| = 1). Una de
las ventajas de estudiar las transformaciones circulares en general en lugar de
las inversiones en particular es que al aplicar dos inversiones sucesivamente el
resultado no es una inversion, pero si que es una transformacion circular:

Teorema 6.7 La composicion de transformaciones de Mdobius (circulares) es
una transformacion de Mdébius (circular).

DEMOSTRACION: Sean

, az+b , a2+
=" ="
cz+d’ cdy +d

1Expresando ) b/
acz + be a+b/z

1&) = czt+d c+d/z’

la primera forma muestra que lim  f(z) = oo, y la segunda muestra que lim f(z) = a/c.
z——d/c zZ—00
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Si aplicamos una transformacién a continuacién de la otra obtenemos?
/az+b / a'az+a' b+b cz+b'd
" o__ @ e2rd +b _ cz+d _ (aa/ + Cb/)z + ba’ + db’
—  saz+b y — cazt+ce'b+d cz+d'd T / / / I
e R A (ac +cd')z + bc’ + dd

Esta formula es facil de recordar si asociamos a las transformaciones las

matrices
a c¢ a
b d b b/ d/ b)

(véase la seccion 11.2 de [ITAl]) pues entonces la matriz asociada a la composi-
cion es el producto de las matrices, y la condiciéon que requiere la definicion de
transformaciéon de Mobius es que el determinante de la matriz correspondiente
no se anule y, como el determinante de un producto de matrices es el producto
de los determinantes, éste no se anula.

El caso de transformaciones circulares arbitrarias se reduce facilmente al
anterior. Por ejemplo, si aplicamos una transformacion directa seguida de una
inversa, el calculo solo difiere en que hay que cambiar z por Z; si aplicamos una
transformacion inversa seguida de una directa, hemos de cambiar z,a’,b’, ¢, d’
por sus conjugados, y si las dos son inversas sélo hay que cambiar a/,b’,c,d’
por sus conjugados. L]

De la prueba anterior se desprende que la composicién de dos transforma-
ciones circulares directas (inversas) es directa, mientras que la composicion de
una transformacién directa con una inversa es inversa.

Muchas de las propiedades que conocemos de las inversiones son validas
en general para transformaciones circulares. Por ejemplo, vamos a probar que
transforman rectas/circunferencias en rectas/circunferencias, pero antes con-
viene adoptar unos convenios:

Vamos a convenir que el punto oo estd en todas las rectas, pero no
estd en ninguna circunferencia. A partir de este momento, como
en el capitulo anterior, llamaremos circunferencias tanto a las cir-
cunferencias propiamente dichas como a las rectas, de modo que las
rectas serdn las circunferencias (generalizadas) que pasan por oo.

En el enunciado del teorema siguiente hay que interpretar “circunferencia” en
este sentido amplio, de modo que no se excluye que una transformacién circular
transforme una circunferencia propiamente dicha en una recta o viceversa:

Teorema 6.8 Las transformaciones circulares transforman circunferencias en
circunferencias.

2El calculo supone que z’ y 2”7 pueden calcularse, es decir, que ni z es el punto donde z’
toma el valor oo (si lo hay) ni 2’ es el punto donde z” toma el valor co (si lo hay), con lo
que probamos la identidad salvo a lo sumo para dos valores de z. Estos valores pueden ser
estudiados aparte o, méas facilmente, podemos usar que las transformaciones de M&bius son
continuas en C, por lo que si la igualdad se cumple salvo a lo sumo en dos puntos, tomando
sucesiones que converjan a dichos puntos, concluimos que también se cumple en ellos.
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DEMOSTRACION: Vamos a usar que toda circunferencia y toda recta se puede

expresar en la forma
|z — Al =r|z — B, (6.1)

donde A, B € C son puntos distintos y 7 > 0.

En efecto, los puntos z que cumplen esta ecuacion recorren la circunferencia
de Apolonio respecto de Ay B derazon r sir # 1 (teorema 5.38) o a la mediatriz
del segmento AB si r = 1. Reciprocamente, es claro que toda recta es de esta
forma (toda recta es la mediatriz de un segmento) y toda circunferencia es la
circunferencia de Apolonio respecto de unos puntos y una razén adecuados (por
el teorema 5.39, basta considerar otra circunferencia disjunta y considerar los
puntos limite del sistema coaxial que determinan).

Basta probar el teorema para transformaciones de Mobius, pues una trans-
formacion circular inversa se obtiene aplicando la conjugaciéon compleja y a con-
tinuacién una transformacion de Mdobius, y es claro que la conjugaciéon trans-
forma rectas en rectas y circunferencias en circunferencias, luego transforma
circunferencias generalizadas en circunferencias generalizadas.

Consideramos, pues, una transformaciéon de Mdbius y su inversa:

dz' —b
—cz' +a’

az+b
2= fz) = —— z=f1) =
fla) =2 )
La imagen de la circunferencia determinada por la ecuacion (6.1) esta for-
mada por los puntos 2z’ que cumplen la ecuacién

’ dz' —b —A’—r’ dz —b

—cz' +a

| ]
—cz' +a

Mas precisamente, esta ecuacién la cumpliran los puntos finitos 2z’ de la imagen
que sean imégenes de puntos finitos z. Operando:

‘(dz’—b)—A(—cz’+a) _ ‘(dz —b) — B(~c# +a)

3

—cz' +a —cz' +a
|(dz —b) — A(—c2’' +a)| = r|(dz" —b) — B(—cz' + a)|, (6.2)
|(d+cA)z' — (b+aA)| =r|(d+ cB)z' — (b+ aB)|, (6.3)
b+ aA b+ aB
p_orany o
[d+cAl )z d+cA‘ d+cB
Z,_b—l—aA —rd+CB , b+aB
d+cA| |d+cA d+cB|’

Aqui hemos supuesto que d + cA # 0 # d + ¢B. En tal caso, la ecuaciéon
resultante corresponde a una recta o a una circunferencia, segin si

., d+cB
d+cA

es o no igual a 1.
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Ahora distinguimos dos casos: si ¢ = 0, entonces f(c0) = 0o, y la expresion
anterior vale 1 si y sélo si 7 = 1, luego tenemos que la recta/circunferencia de
partida es una recta si y sélo si lo es su imagen o, en otros términos, la circun-
ferencia generalizada de partida contiene a oo si y s6lo si su imagen contiene a
f(o0) = oo.

Si, por el contrario, ¢ # 0, entonces el punto f(co) = a/c esta en la imagen
de la circunferencia generalizada de partida si y s6lo si cumple la ecuacion (6.2),
lo que equivale a que r = 1, es decir, a que la circunferencia generalizada de
partida sea una recta, o a que pase por co.

Por otra parte, oo esta en la imagen si y s6lo si

d+cB _1
d+cA| 7

d
lo que equivale a que |d + cA| = r|d + ¢B|, o también a que
| —d/e—Al=r|-d/c- B,

es decir, a que f~1(oo0) = —d/c esté en la circunferencia de partida.

Nos falta considerar el caso en que d+ cA = 0 o bien d + ¢B = 0. Ambos se
tratan igualmente, asi que vamos a suponer que d + ¢B = 0. Entonces ¢ # 0, o
serfa ¢ = d = 0, luego ad — be = 0. Por lo tanto, d + cA # 0 (pues A # B) y la
ecuacion (6.3) se reduce a

|(d+cA)z — (b+ aA)| =r|(b+ aB)],
donde b+aB # 0, o de lo contrario —d/c = B = —b/a y seria ad — bc = 0, luego

, b+aA b—i—aB‘

: _d—|—cA‘:r‘d+cA

que corresponde a una circunferencia.

En particular, el punto co no estd en la imagen y, correspondientemente,
f71(00) = —d/c no esté en la circunferencia generalizada de partida, pues esto
significaria que | —d/c— A| = r| —d/c— BJ, o también |d+ cA| = r|d+¢B| = 0,
contradiccion.

Por ultimo, oo esta en la circunferencia de partida si y soélo si r = 1, lo que
equivale a que a/c cumpla la ecuacion (6.2), luego también a que f(c0) = a/c
esté en la imagen. n

Toda circunferencia generalizada divide a C* en dos “semiplanos”, que son
semiplanos propiamente dichos si se trata de una recta o el interior y el exte-
rior de la circunferencia si se trata de una circunferencia. En el segundo caso
entendemos que oo esté en el exterior.

Nota De la prueba del teorema anterior se deduce que si una transformaciéon
circular transforma una circunferencia ¢; en otra cs, entonces transforma uno
de los semiplanos determinados por ¢; en uno de los determinados por c; y el
otro en el otro.
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En efecto, basta tener en cuenta que, al expresar la circunferencia ¢; me-
diante la ecuacion (6.1), uno de sus semiplanos esta formado por los puntos que
cumplen la desigualdad

|z — Al <rlz — Bl,

y el otro por los puntos que cumplen la desigualdad opuesta, pero intercam-
biando A con B y r con 1/r si es preciso, no perdemos generalidad si consi-
deramos tnicamente esta desigualdad. Los mismos célculos prueban que las
imégenes de los puntos que cumplen esta desigualdad cumplen la ecuaciéon de la
circunferencia imagen con una misma desigualdad, luego son los puntos de uno
de los semiplanos determinados por la imagen.

Los casos excepcionales se pueden razonar aparte o, mas facilmente, podemos
considerar un argumento de continuidad: si ¢; es una circunferencia propiamente
dicha y todos los puntos del semiplano de ¢; que contiene a co van a parar al
mismo semiplano de cs, tomando una sucesién que converja a oo concluimos
que f(oco) esta en el mismo semiplano e, igualmente, si todos los puntos del
semiplano de cjque contiene a f~1(0o) con imagen finita van a parar al mismo
semiplano de cp, tomando una sucesion que converja a dicho punto concluimos
que oo esta en el mismo semiplano de cs. m

El teorema siguiente generaliza a 5.20:

Teorema 6.9 Si ¢y y co son circunferencias cualesquiera con un punto P en
comiun y consideremos una transformacion circular que transforme P en un
punto finito Q. Entonces el dngulo dirigido que forman en Q las imdgenes de
c1 y co es el mismo que forman ellas en P si la transformacion es directa o su
suplementario si es inversa.

DEMOSTRACION: Sean t; y to las tangentes a ¢; y ¢o en P (entendiendo
que si ¢; es una recta entonces su tangente es ella misma). Fijemos cualquier
circunferencia de centro P, de modo que las inversas de t; y to son ellas mismas
mientras que la inversa ¢} de ¢; es una recta cuyo tnico punto en comin con t;
es 00, luego es una recta paralela a ¢;. Igualmente ¢} es una recta paralela a to,
lo que implica que &1, ¢ = zf,t\g = @ (la primera igualdad es por definicion).

Sea f(z) la transformacion circular que estamos considerando, sean f[ci]
y flez] las imégenes de las circunferencias y sean s1, sz sus tangentes en Q.
De nuevo tomamos una circunferencia de centro @) y consid/eﬁmos las inversas

fler]” v fle2]’, que son rectas paralelas a 81 82, luego fle1], fle2] = 871,-\8,2

—

Asi pues, basta probar que t|,t;, = +s/, s}, donde el signo depende de si f
es una transformacién directa o inversa.

Ahora bien, t} y t5 se transforman en s} y s5 aplicando primero la inversion
respecto a la circunferencia de centro P, luego f y luego la inversion respecto de
la circunferencia de centro @), y esta composicién es una transformacion circular
f' del mismo caréacter (directo o inverso) que f, puesto que las dos inversiones
son transformaciones inversas.

Por consiguiente, basta probar que si una transformaciéon circular f trans-
forma dos rectas secantes tq,ts en otras dos rectas secantes si, So, entonces se
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cumple tl/,t\g = +37, 53, donde el signo depende del caracter directo o inverso de
la transformacion f.

Si O es el punto de corte de las rectas, éstas tienen en comun los puntos O
e 00, luego, o bien f(O) = Oy f(oc0) = o0, 0 bien f(0O) = 0y f(o0) = O.
En el segundo caso podemos componer f con una transformacion directa que
intercambie O con oo, y el resultado es que un par de rectas se transforma en el
otro por una transformacién circular del mismo caracter que f, pero que ademés
deja invariantes a O y a co. Equivalentemente, podemos suponer que f(O) = O
y que f(c0) = oo.

Pero esto significa que f(z) = az +b o f(z) = aZ + b es una semejanza, y
las semejanzas conservan o invierten los dngulos dirigidos segin si son directas
0 inversas. n

6.3 Los centros clasicos

Vamos a probar un teorema de Euler de 1765, en virtud del cual todo trian-
gulo no equilatero estd completamente determinado por su circuncentro O, su
incentro I y su ortocentro H, asi como que éstos pueden elegirse arbitrariamente
salvo por dos relaciones que deben satisfacer. En el razonamiento de Euler, estas
condiciones aparecian en una forma muy técnica:

O’ <OH’ —2HT < 20T,

y Euler no se dio cuenta de que en realidad son equivalentes a unas mucho més
naturales, a saber, las que hemos demostrado en el teorema 5.58: el incentro [
debe estar en el circulo ortocentroidal y ser distinto del centro NV del circulo de
los nueve puntos. Esto lo observo A. Guinand en 1984.

Vamos a probar que estas condiciones que necesariamente deben cumplir
los centros O, H, I son también suficientes para que tres puntos dados sean el
circuncentro, el ortocentro y el incentro de un tridngulo, necesariamente tnico.
En primer lugar caracterizaremos los centros clasicos de un triangulo en términos
del algebra de los niimeros complejos:

El baricentro Consideremos un tridngulo de vértices A, B, C'. El punto medio
de BC es (B + ()/2, y la mediana del tridngulo que pasa por A esta formada
por los puntos de la forma

B+C
(1-t)A+¢ ; . 0<t<l

Haciendo t = 2/3 obtenemos que un punto de dicha mediana es
A+B+C
—

Puesto que la expresion es simétrica, es claro que G esta en las tres medianas,
luego es el baricentro del triangulo.

G:
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El circuncentro Mediante una traslacion (o eligiendo adecuadamente el sis-
tema de referencia), podemos suponer que O = 0, y entonces tenemos que

Al = B[ =[C| =R
es el circunradio del triangulo.

El ortocentro El teorema 4.8 afirma que el circuncentro O y el ortocentro H
cumplen

2 1
G=-0+-H,
3 + 3
pues el punto G definido asi esta entre O y H y cumple

_ 1 1 —— — 2 2

luego GH = 2GO. Si suponemos que O = 0 entonces

H=3G=A+B+C.

El centro de la circunferencia de los nueve puntos Segtn el teorema 4.10,
el centro IV de la circunferencia de los nueve puntos es el punto medio de O y H,

luego es

1 1
N=-0+-H.
2 Jr2

Si suponemos O = 0 esta expresion se reduce a

Nolpg_AtB+C
2 2

El incentro Consideremos los puntos X,Y, Z donde las bisectrices del trian-
gulo cortan a la circunferencia circunscrita. Con ellos se forma un tridngulo
—_—

XY Z cuyos lados son perpendiculares a las bisectrices correspondientes.
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En efecto, consideremos por ejemplo los angulos marcados en la figura y
vamos a probar que son rectos. Por el teorema 1.26, los seis arcos en los que
queda dividida la circunferencia tienen las amplitudes que se indica, y por el
teorema 1.43 los dngulos marcados en la figura miden

A+B+C

I\Jm>

m
2a

luego son rectos. Esto implica que las bisectrices de ABC' son las alturas de
XY Z, luego el ortocentro de XY Z es I. Como el circuncentro de XY Z también
es O =0, los calculos precedentes nos dan que I = X +Y + Z.

Sean aq, s, B1, B2, v1, V2 las raices cuadradas de A, B, C, repectivamente, de
modo que |o;| = |8 = || = V/R. Cambiando 7, por 7, si es preciso, podemos
suponer que (3 y 71 estan en el mismo semiplano respecto de la recta ajas.
Esto hace que ay, 81,71 estén contenidos en una de las semicircunferencias de
extremos a; y . Intercambiando si es preciso 51 con 1 (lo cual supone
intercambiar B con C en el tridngulo original) podemos suponer que f§; esta
entre a1 y 1. En definitiva, nombrando adecuadamente las raices, podemos
suponer que se disponen ciclicamente en el orden g, 31,71, a9, 82,72, como
muestra la figura:

[0
2 Y1

o) B,

Y2 &1

Es claro que un tridngulo inscrito en una circunferencia es acutangulo si y
solo si dos cualesquiera de sus vértices estdn en semiplanos opuestos respecto
del diametro que pasa por el tercero, pues si estdn en el mismo semiplano, eso
significa que los tres estan contenidos en un arco menor de 180°, luego el vértice
que estd entre los otros dos en dicho arco abarca el arco complementario, luego
es obtuso. Es lo que pasa en la figura con el tridngulo aﬁl, vy no es casual,
sino que es consecuencia de que 31 y 7y estan en el mismo semiplano respeto de
a1z, En cambio, aﬁl es acutangulo pues, ciertamente, ajas separa a 3o y
71, € igualmente (105 separa a oy de 2 y también 1y, separa a a; de [Ba.

Razonando de este modo, podemos concluir que de los ocho tridngulos posi-

—— g
bles a;B;y2 s6lo hay dosqi son acutangulos, a saber, a1 8271 y el que resulta de
girarlo 180°, es decir, aa 3172 (agrupando los pares de tridngulos cuyos vértices
difieren en signo so6lo hay cuatro casos que tratar, y ya hemos considerado dos
de ellos).



6.3. Los centros clasicos 283

Elegimos raices «, 3,y de modo que el tridngulo a3y sea acutangulo. Segin
acabamos de ver solo hay dos elecciones posibles y la alternativa es —a, —3, —7.

Observemos que el argumento (por ejemplo en |—m,7]) de (3 es
1 . 1
arg f = §argB, o bien argﬁziargB—l—ﬂ,
e igualmente con v y C, luego

arg By = % arg B + % argC, obien argfy= % arg B + % argC + .

Como || = R, esto significa que +3v son los puntos medios de los dos
arcos de extremos B y C, es decir, que son +X. Similarmente, los puntos +a~y
son £Y y +af son +Z. Vamos a ver que, concretamente, X = —fv, Y = —a,
Z = —ap.

La aplicacién z — [z es un giro compuesto con una homotecia que trans-
forma el diametro de extremos +a de la circunferencia |z| = v/R en el diametro
de extremos +a/f3, es decir, +7. El didmetro de extremos +« deja a 8y v en
semiplanos opuestos, luego el didmetro de extremos +af = +7 deja a 82 = B
y a (7 en semiplanos opuestos. Por lo tanto, para concluir que X = — (3~ basta
probar que X y B estan en el mismo semiplano respecto de £7. Esto equivale
a que el arco de extremos X y Z que pasa por B tiene amplitud menor que T,
pero dicha amplitud es

ZOB+BOX =2ZCB+2BAX =C + A < .

Asi pues, X = —f7, e igualmente se razona con Y, Z.

En resumen, el incentro del tridngulo dado ABC' es

I=—(By+ya+apB),

donde «, 3,7 son raices cuadradas de A, B, C elegidas de modo que el tridangulo

ﬁsea acutangulo. Notemos que las dos elecciones posibles dan lugar al mismo
valor de I, pues suponen cambiar de signo todas las raices, con lo que los
productos no se alteran.
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Teorema 6.10 (Euler) Sean O, H,I nimeros complejos distintos con la con-
dicion de que si

2 1
G=;0+-H,
3 - 3
entonces I estd en el circulo de didmetro GH (pero no en su frontera) y es
distinto de 1 )
N=-0+_-H.
2 * 2

—_—
Entonces eziste un unico tridngulo ABC' cuyo circuncentro, cuyo ortocentro y
cuyo incentro son precisamente O, H, I.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que O = 0, con
lo que G = H/3y N = H/2. Entonces K = H —2[ = 2(N — I) # 0, puesto
que estamos suponiendo que I # N. Llamamos H = H/K e I' = I/K (y
claramente O/K=0). Observemos que H' — 2]’ = K/K = 1. Basta encontrar

un tridngulo AB’C' con centros O, H',I’, pues entonces, llamando A = KA/,
B =KB', C=KC(’, el triangulo ABC tendré centros O, H, I (pues se obtiene
a partir de ABC por una semejanza que transforma O', H',I' en O, H,I).
Equivalentemente, podemos suponer que H — 21 = 1.

Ahora consideramos la transformaciéon de Mobius
z

que cumple que f(H) = -1y f(H/3) =1, f(N) = oo, f(I) = I. La circun-
ferencia de didmetro GH es ortogonal a la recta GH y se transforma en una
circunferencia que pasa por +1 ortogonal a la recta que pasa por *+1, luego se
transforma concretamente en la circunferencia de centro 0 y radio 1.

Mas atan, como el punto N, que estd en el interior de la circunferencia de
partida, se transforma en oo, concluimos que los puntos interiores de la circun-
ferencia de didmetro GH se transforman en los puntos exteriores de la circun-
ferencia de centro 0 y radio 1. En particular, esto se aplica al punto I, por lo
que concluimos que |I| > 1.

Consideremos ahora el polinomio:
23— 2% — Iz 4 |I*1.
Por el teorema fundamental del algebra [ITAn 3.33|, factoriza en la forma
23— 22— I+ |IP = (2 —a)(z — B)(z — 7).

Efectuando el producto e igualando coeficientes (o, equivalentemente, por las
formulas de Vieta [ITAl 8.4]), se cumplen las relaciones:

a+B+y=1, Py+ay+af=—I, apy=—|I’L
Si z es cualquiera de las tres raices, tenemos que

2(z—1)=1I(z—|I).
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Por lo tanto:
|2%|z — 1] = 1]z — [1]*].
Elevamos al cuadrado y usamos que wiw = |w|?:
2% (z = D)(z = 1) = |1]*(z = [I]*)(z = |1]?).

Operando:

214 (|2 = 2 = 2+ 1) = [I](|2* = |11*(= + 2) + |1]*),

12 = 2 (2 + 2) + 2] = [ T[> = [ []*(z + 2) + |1]°,

[21° = 111° = (2" = 111" (= + 2) + |2*(]2* = |1*) = 0,

(1212 = ) (2 + [P+ [ = (2 + 1) (2 + 2) + |2]*) = 0.

Supongamos ahora que |z| # |I|. Entonces podriamos dividir entre el primer
factor y quedaria

|2+ [P + T = ([ + [T*)(2 + 2) + |2 = 0.
Equivalentemente:
(12 + ) (|2 = (= + 2)) + [1]* + |2]* = 0.
Pero se cumple® que —1 < |2]? — (2 + 2), luego
(I + ) (=1) + |1]* + [2* <0,

que se simplifica hasta |I|* < |I|?, que contradice al hecho de que |I| > 1.

Por lo tanto, las tres raices del polinomio considerado cumplen
lal = 18] = v = ].
Definimos A = a?, B = 82, C = ~?, de modo que
Al =|B| = |C| = |I].

Vamos a probar que estos tres puntos son distintos dos a dos, con lo que
definiran un triangulo (pues al estar en una misma circunferencia no pueden ser
colineales).

Supongamos, por ejemplo, que A = B, con lo que a = . Si fuera o = —f3,
entonces 1 = o+ 8+ v =7, luego || = 1, luego |I| = 1, contradiccion.

Supongamos ahora que o« = . Entonces las relaciones entre las tres raices
se reducen a

2a+v=1, a@y+a)=-1I, o’y=—|II.

38i z = = + yi, esto equivale a que 22 +y2 — 2z + 1= (z — 1)2 +y2 > 0.
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Tomando moédulos en la segunda resulta |2y + o] = 1. Multiplicando por 2 la
primera obtenemos que 2 — 3a = 27 + «, luego

2—-3al =[2v+a|=1.

Elevando al cuadrado:
(2-3a)(2-3a)=1,

4—6(a+a)+9a*=1,
2(a+a) =3|1)° + 1.
Tomando moédulos
3112 +1=2|a+al =4|Rea| < 4|a| < 41|,

luego
3II12 =4I|+ 1= 3|I| -1)(|I|] -1) <0.

Esto implica que |I| <1y de nuevo tenemos una contradiccion.

Asi pues, tenemos un triangulo de circuncentro O y ortocentro
A+B+C=a*+ 4+ =(a+B8+7)?-2(By+ay+aB)=1+2] = H.

Para probar que el incentro es I basta probar que el triAngulo a8y es acu-
tangulo. El teorema del coseno afirma que

1B =" = la— B>+ |a—7]* — 2|a — B|la — y| cos é.
El dngulo & es agudo si y sélo si su coseno es positivo, es decir, si y solo si
18 =71* <la =B+ |a—

Esto equivale a

(B=7(B-7) < (a=pB)a—-p)+(a—y)(a-7),
o también a
217 = By = By < 4 = (af + af + a7 + &),

af +aB +ay+ay + By + By < 2(I° + B + B).

El miembro izquierdo es
(@+B+7)(@+B+7) —lal* = |87 =W =131
El miembro derecho es
211> +2(8 +7) (B +7) = 2181 = 21> = 2(1 - @)(1 — &) — 2|1?

=21 —a—a+la)®* = |[uf*) =2 -2(a +a).
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Por lo tanto, basta probar que
1-3|I?<2-2(a+a)
0 equivalentemente:
2(a+a) < 143|112

Ahora bien, 2(a + @) < 4|a| = 4]I|, luego hay que probar que
BII17 —AlI| +1 = (31| - 1)(II| - 1) > 0,
lo cual es cierto, pues |I| > 1.

—_—
Con esto ya hemos probado la existencia de un tridngulo ABC' cuyos circun-
centro, ortocentro e incentro son los puntos dados O, H,I. Veamos ahora que
—_—
es tnico. Para ello suponemos otro triangulo A’B’C’ con los mismos centros.

Las formulas )
OI' = R(R—2r)=2RNI.

(véase la discusion tras el teorema 5.56) implican que el circunradio R y el
inradio r de un tridngulo vienen dados por

or’ R
2

el ~ N1,
INT

)

por lo que si dos tridngulos tienen los mismos centros O, H, I (luego también
el mismo N), tienen también el mismo circunradio y el mismo inradio, es decir,
tienen las mismas circunferencias circunscrita e inscrita. En particular tenemos
que |A| =|B| =|C| = |A'| = |B’| = |C’| = R. Por otra parte, sabemos que

H=A+B+C=A+B+C".

Sean o, 3',+' raices cuadradas de A’, B’, C’ tales que el tridngulo o/ 3+ sea
acutangulo, lo cual implica que

I'=—(aB+ay+pBy)=—(a'8 +a'y +57).
Entonces
(@48 +9)=a?+8%+7?+2'8 + v + 87)
=A4+B +C -2I=H-2I=1.

Recordemos que hay dos ternas de raices o, ', validas, y que la otra es
—a/,—f', —7'. Realizando esta sustitucién si es preciso, podemos suponer que
o + ,6” + ’}/ - 1.

Por otra parte, hemos visto que vR = |a| = |I], luego de hecho

o/ =18 = [ = |1].
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En particular /89| = ||, luego podemos expresar
o'8y = ~OlIPL,
con || = 1. En resumen:
o 4B 1o =1, B oy + Y =1, ofy = 6|
Por consiguiente, o, 3',~" son las raices del polinomio
23— 22— 12+ 0|11

Si probamos que 6 = 1, tendremos que o’, 3,7 son las raices del mismo
polinomio que tiene por raices a «, 3,7, luego, reordenando los vértices si es
preciso, se cumplird que o = o/, 8 = 3 y v = v/, lo que a su vez implica que
A=A, B=By(C=C'yla unicidad del tridngulo quedara probada.

Exactamente las mismas cuentas que hemos hecho en el caso § = 1 nos dan
ahora que

2[*(|2* — 2 = 2+ 1) = [IP(|2]* = |1]20 — 11?20 + |1]*).

Esto se cumple cuando z es cualquiera de las tres raices o', 3’,7’ y, como las
tres tienen modulo |7], podemos sustituir |z|2 = ||, con lo que resulta

NP =2 =2 +1) = [T = 1?20 — |1]20 + |1]"),
que se simplifica hasta B
z+4+zZ =20+ z0.
Si sumamos las tres ecuaciones que resultan de sustituir z por o, 5,7 resulta

2=0+09.

Pero esto es 2Ref = 2, luego Ref = 1y, como |f| = 1, tiene que ser 6 = 1.
| |

6.4 Numeros constructibles con regla y compas

Una relacién importante entre la geometria y el algebra de los ntimeros com-
plejos aparece en el estudio de qué figuras pueden construirse usando inicamente
una regla y un compas. No disponemos del algebra necesaria para probar re-
sultados relevantes, pero si que podemos probar facilmente que las operaciones
algebraicas basicas son constructibles. La definicién basica es la siguiente:

Definicién 6.11 Un nimero complejo z es constructible con regla y compds si
existe una sucesion zy,...,z, de nimeros complejos tal que zg = 0, z; = 1,
zn = 2V, para cada indice 2 < ¢ < n, se cumple uno de los casos siguientes:
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1. z; es la interseccion de dos rectas que pasan por dos pares de puntos
distintos anteriores en la sucesion.

2. z; es uno de los puntos de interseccién de una recta que pasa por dos pares
de puntos distintos anteriores en la sucesién con una circunferencia cuyo
centro es un punto anterior de la sucesion y cuyo radio es la distancia entre
dos puntos anteriores de la sucesion.

3. z; es uno de los puntos de interseccién entre dos circunferencias distintas
cuyos centros son puntos anteriores de la sucesiéon y cuyos radios son las
distancias entre dos pares de puntos anteriores de la sucesion.

Ejemplo Para ilustrar la definicién anterior vamos a aplicarla para comprobar
que el namero complejo i es constructible.

Para ello construiremos una sucesién de puntos zg = 0, 21 = 1, 29, 23, 24 = i.

En realidad, los puntos zg = 0 y 21 = 1 no los “construimos”, sino que
elegimos un punto arbitrario del plano al que asignarle el nimero complejo 0 y
otro al que asignarle el nimero complejo 1.

El apartado 2) de la definicion de constructibilidad nos permite anadir a la
sucesion el punto zo = —1, pues esta en la interseccién de la recta que pasa por
los puntos anteriores zp, z1 con la circunferencia de centro un punto anterior zg
y radio la distancia entre dos puntos anteriores |zg — 21| = 1.

El apartado 3) nos permite anadir a la lista uno de los puntos z3 donde se
cortan la circunferencia de centro z; y radio |z; — 22| = 2 con la circunferencia
de centro z, y radio |2, — 22| = 2. Aunque no es relevante, de hecho z3 = ++/3i,
donde el doble signo indica que podemos tomar como z3 cualquiera de los dos
puntos.

Finalmente, el apartado 2) nos dice que podemos anadir a la lista z4 = 1,
pues esté en la interseccion de la recta que pasa por zy, z3 con la circunferencia

de centro zg y radio |z — zo| = 1. n
Notemos que si una sucesion zg, z1, . . . , 2, cumple la definicién de construc-
tibilidad, cualquier sucesion zg, ..., z; la cumple también, por lo que no sélo z,

es constructible, sino que, de hecho, todos los niimeros z; lo son.
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Maés aun, si definimos una recta constructible como una recta que pasa por
dos puntos constructibles y una circunferencia constructible como una circunfe-
rencia cuyo centro es un punto constructible y cuyo radio es la distancia entre
dos puntos constructibles, la definicion de constructibilidad implica trivialmente
los hechos siguientes:

0. Los puntos 0,1 son constructibles.

1. La interseccion de dos rectas constructibles distintas es un punto construc-
tible.

2. Los puntos de interseccion de una recta y una circunferencia constructibles
son constructibles.

3. Los puntos de interseccion de dos circunferencias constructibles distintas
son constructibles.

Por ejemplo, si tenemos dos rectas secantes constructibles, PQ y RS, po-
demos construir sucesiones de nameros complejos segin la definicion de cons-
tructibilidad que terminen en P,Q, R,S. Poniendo una tras otra (eliminando
los 0,1 iniciales de todas menos la primera) obtenemos una sucesion segun la
definicion de constructibilidad que contiene a los cuatro puntos, luego el punto
1) de la definicién nos permite anadir a continuacion el punto de la interseccion.

En suma, lo que afirma la definicién de constructibilidad es que los puntos
constructibles son los que pueden ir construyéndose como intersecciones de rec-
tas y circunferencias, con la condicion de que s6lo podemos trazar una recta si
previamente hemos construido dos de sus puntos y que sélo podemos trazar una
circunferencia si previamente hemos construido su centro y su radio se puede
obtener poniendo las puntas del compés en dos puntos ya construidos.

Es claro que estas construcciones agotan los usos posibles de una regla (no
marcada) y un compas, por lo que cualquier punto que sepamos construir en
la practica con regla y compés —al identificarlo con un ntmero complejo—
satisface la definicion de constructibilidad y, reciprocamente, si conocemos una
sucesion de puntos segin la definiciéon de constructibilidad, de ella obtenemos
un procedimiento para construir el punto correspondiente en la practica.

Asi, por ejemplo, los problemas 1.8 y 1.9 nos aseguran que toda recta per-
pendicular a una recta constructible que pasa por un punto constructible es
constructible, y el problema 1.11 nos asegura que la paralela a una recta cons-
tructible por un punto constructible es una recta constructible.

De aqui a su vez deducimos:

Teorema 6.12 Un numero complejo es constructible si y sdlo si lo son su parte
real y su parte imaginaria.

DEMOSTRACION: Como 0, 1,7 son constructibles, el eje real y el eje imagi-
nario son rectas constructibles. Si z = x + yi es constructible, la paralela al eje
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imaginario que pasa por z es constructible, y ésta corta al real en x, luego x es
un punto constructible. Similarmente, la paralela al eje real que pasa por z y
corta al eje imaginario en el punto yi, luego éste es constructible. A su vez, la
circunferencia de centro 0 y radio |yi — 0| = |y| es constructible, y corta al eje
real en +y, luego y es constructible.

Reciprocamente, si x,y son constructibles, la circunferencia de centro 0 y
radio |y| es constructible, y corta al eje imaginario en yi, luego éste es construc-
tible, y también lo son la paralela al eje real que pasa por yi y la paralela al eje
imaginario que pasa por x, asi como su intersecciéon, que es z. n

Teorema 6.13 La suma, el producto y el cociente de nimeros complejos cons-
tructibles es constructible.

DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar dos numeros reales cons-
tructibles, 1, x2. La circunferencia de centro z1 y radio |xs| es constructible, y
corta al eje real en los puntos x; + x5, luego ambos son constructibles.

En general, si 21 = x1+y11 y 22 = 3+ 1y2t son constructibles, por el teorema
anterior también lo son 1, x2, y1, Y2, luego también lo son x1 + x2,y1 +y2 v, de
nuevo por el teorema anterior, también lo es z1 + 20 = (21 + z2) + (y1 + y2)i.

Supongamos ahora que z1, 25 > 0 son dos nimeros reales constructibles.

También son constructibles zp = 0, 21 = 1, 20 = 1 4+ ¢ y la interseccion z3
de la recta zpz3 con la circunferencia de centro zy y radio 1. Es claro entonces
que los puntos z4 y z5 que muestra la figura son constructibles, pero |z4] = z
y, por el teorema de Tales, z5 = x1x5.

Claramente, un niimero real = es constructible si y solo si lo es —x, luego
podemos concluir que el producto de niimeros reales constructibles arbitrarios
es constructible. En general, si 21 = x1 + 417 y 22 = T2 + y2i son constructibles,
tenemos que

2120 = (w122 — y1y2) + (T1y2 + T2y1)i,
que es constructible porque lo son sus partes real e imaginaria.

La construcciéon del cociente z5 = x1/x2 de dos nameros reales positivos es
una ligera variacion de la construccién del producto, como muestra la figura
siguiente:
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Es claro entonces que podemos construir el cociente de cualquier par de
nameros reales (con tal de no dividir entre 0). Si z = x + yi # 0, entonces

1 T Y

: 2ty 2ty

es constructible, pues lo son sus partes real e imaginaria, y si z1, zo son nimeros
complejos, el segundo no nulo, entonces z1/z5 = 21(1/22) es constructible por
ser producto de dos niimeros constructibles. L]

Asi pues, si sumamos, restamos, multiplicamos o dividimos nimeros cons-
tructibles, obtenemos nimeros constructibles. Equivalentemente:

Teorema 6.14 FEl conjunto de los numeros complejos constructibles con regla
y compds es un subcuerpo del cuerpo C de todos los nimeros complejos.

En particular, todo namero racional (y todo ntumero complejo con partes
real e imaginaria racionales) es constructible. Hay otra importante operacion
algebraica constructible:

Teorema 6.15 Las raices cuadradas de un nimero complejo constructible son
constructibles.

DEMOSTRACION: Consideremos primero el caso de un niimero real x > 0.

v4
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Construimos zo = —1, 23 = x4, 24 = %(22 + z3) y trazamos la circunferencia
de centro z4 que pasa por z3, que corta al eje real en +z5. Entonces, la potencia
de 0 respecto de dicha circunferencia es IT = 22 = - 1 = z, luego z5 = /7.

Si z = re? # 0 es un nimero complejo arbitrario, construimos z3 = |z| = r
y 24 = /T, bisecamos el dngulo 6 que z forma con el semieje real positivo y las
intersecciones z5 y zg de las bisectrices con la circunferencia de centro zg y radio
z4 son las raices cuadradas de z, pues z5 = \/?ew/ 2,

Quizé el lector se pregunte qué necesidad habia de dar la definiciéon 6.11 de
numero complejo constructible con regla y compas. Al fin y al cabo, hemos
construido muchas figuras sin necesidad de definir algebraicamente los ntimeros
constructibles. La razon es que la definicion algebraica nos permite dar condi-
ciones mecesarias para que un nimero complejo sea constructible, lo cual a su
vez nos permite probar que determinadas figuras —aquellas cuyos puntos no
cumplen tales condiciones necesarias— NO son constructibles con regla y com-
péas. Como hemos senalado en la introducciéon, Wantzel dio una caracterizacion
puramente algebraica de la constructibilidad con regla y compas, pero no esta-
mos en condiciones de probarla, asi que nos limitaremos a dar una condicién
necesaria, pero no suficiente:

Teorema 6.16 Todos los niumeros complejos constructibles con regla y compds
son algebraicos.

DEMOSTRACION: Remitimos a la seccién 8.3 [ITAl| para las definiciones y
hechos basicos sobre ntmeros algebraicos que vamos a necesitar. En particu-
lar [ITAl 8.9] al sumar, multiplicar o dividir ntimeros algebraicos obtenemos
nameros algebraicos. Mas atn (véanse las observaciones previas al teorema
[ITAl 8.12]), un namero complejo z = x + yi es algebraico si y solo si lo son x, y.

Si un ntmero complejo es constructible, entonces aparece en una sucesion de
nameros zg, 21, . . . 2, €n las condiciones de la definicién 6.11. Basta probar que
cada z; es algebraico, para lo cual podemos razonar por induccién. Ciertamente
zo = 0,21 = 1 son algebraicos. Podemos suponer que son algebraicos todos
los z; para j < ¢y tenemos que probar que z; es algebraico. Distinguimos tres
casos segun la definicion.
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1) Supongamos que z; es la interseccién de dos rectas que pasan por dos
pares de puntos anteriores. Si a+ bi y ¢+ di es uno de estos pares, la recta que
pasa por estos puntos tiene ecuacion

(c=a)(y—b) = (d=b)(z - a),

pues, ciertamente, esta ecuacidén corresponde a una recta, y la cumplen ambos
puntos. Operando llegamos a una ecuacion de la forma Az + By = C en la
que A, B, C son sumas y productos de a, b, ¢, d y, como éstos son algebraicos por
hipétesis de induccion, concluimos que A, B, C' también lo son.

Asf pues, si z; = x + yi, el par (x,y) es la solucién de un sistema de dos

ecuaciones
Ax+ By =C A A
Az + B/z —C } o (ac,y) ( B B ) = (C, C/)

con coeficientes algebraicos. Por lo tanto,

@n=cc) (5 ) 1

y de aqui se sigue que z, y se obtienen mediante sumas, productos y cocientes
a partir de los coeficientes de la ecuacién, luego son algebraicos.

2) Supongamos que z; = x + yi esta en la interseccion de una recta que pasa
por dos puntos anteriores de la sucesion (luego algebraicos) y una circunferencia
con centro en un punto de la sucesion (luego algebraico) y radio igual a la
distancia entre dos puntos anteriores de la sucesion (que sera algebraico, porque
las raices cuadradas de los nimeros algebraicos son algebraicas).

Como en el caso anterior, tenemos que la ecuacion de la recta sera de la
forma Ax + By = C, donde A, B, C son algebraicos. Si la circunferencia tiene
centro (a,b) y radio r, su ecuacion es

(x—a)*+(y—b2=r2
que se desarrolla en la forma
2?4+ >+ Ar+By+C =0,

donde todos los coeficientes se obtienen mediante sumas y productos a partir
de a,b,r, luego son algebraicos. Uno de los coeficientes A o B tiene que ser no
nulo. Pongamos que B # 0, y entonces

y=C/B—(A/B)x,
luego
2? +(C/B — (A/B)x)? + A’z + B'(C/B — (A/B)x) + C' = 0.

Esta ecuacién sbélo puede tener dos soluciones, que son las primeras coordenadas
de los dos puntos de corte entre la recta y la circunferencia (que podria ser una
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solucion doble si la recta es tangente). Se trata de una ecuaciéon de segundo
grado con coeficientes algebraicos, luego sus raices son algebraicas [ITAl 8.10].
Una vez sabemos que = es algebraico, la ecuacion de la recta nos da que y
también lo es.

3) Supongamos, por tltimo, que z; = x+yi es la interseccion de dos circunfe-
rencias obtenidas a partir de puntos anteriores de la sucesion segiin la definiciéon
de constructibilidad. Segtin hemos visto en el apartado anterior, (z,y) es una
de las (a lo sumo) dos soluciones de un sistema de ecuaciones de la forma

2> +y?+ Az +By+C =0
22+ + Az +By+C =0

donde todos los coeficientes son algebraicos. Restandolas obtenemos la ecuacion
(A-A)z+(B-BYy+C-C' =0,

que es también satisfecha por las coordenadas de z; y no puede tener todos los
coeficientes nulos, pues entonces las dos circunferencias serian la misma. Por lo
tanto, se trata de la ecuacion de una recta y z; es también uno de los puntos
de interseccion de dicha recta con una de las circunferencias. Esto nos pone en
la situacion del caso anterior (pues los coeficientes de la recta son claramente
algebraicos) y concluimos de nuevo que z; es algebraico. [

Combinando este teorema con el hecho de que 7 es trascendente [ITAn 10.9],
tenemos probado que ni la cuadratura del circulo ni la rectificaciéon de la cir-
cunferencia pueden conseguirse con regla y compas.

La aproximacion de Ramanujan Naturalmente, esto no impide que existan
buenas construcciones aproximadas. En principio, complicando la construcciéon
podemos conseguir aproximaciones tan buenas como queramos, por lo que el
interés de una construccién aproximada esté en el equilibrio entre su sencillez y
su grado de precision. Un ejemplo notable de cuadratura aproximada del circulo
se debe a Ramanujan:

Problema 6.1 Construir un cuadrado de drea aprorimadamente igual a la de
un circulo dado.

1. Trazamos el punto medio H del radio PO.

2. Dividimos en tres partes iguales el radio OR y trazamos el punto 7" mas
cercano a R.

3. Levantamos la perpendicular Q7.
4. Trazamos la cuerda RS = QT.

5. Trazamos los puntos M y N donde las paralelas a RS por O y T cortan
a PS.
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6. Trazamos la cuerda PK = PM.
7. Trazamos la perpendicular PL = MN.

8. Trazamos el punto C donde la circunferencia de centro R y radio RH
corta a RK.

9. Trazamos el punto D donde la paralela a LK por C corta a RL.

10. Construimos el cuadrado de lado DR.

Si suponemos, por simplicidad, que OR = 1, entonces OT = 2/3, luego
RS =QT =5/9y PS" =319, luego

PK’=PM =31/36, PL =DMN =31/81,

luego RK. = PR — PK~ = 113/36 y RL_ = PR+ PL" = 355/81. Por el

teorema de Tales o L
RD _RL _2 [5%
RC RK 3V 113

—_ /355
D =/"22 ~1.77245392
R g~ 177245302,

mientras que /7 = 1.77245385..., lo que supone un error del 0.0000042%.
Por ejemplo, si el circulo de partida tiene un radio de 10 cm, el error en el lado
del cuadrado construido es de 0.0075 micras, inferior al tamafio de un virus.

y RC = 3/2, luego

Vemos que la aproximacion se basa en que 355/113 es un convergente de la
fraccion continua de 7w (véase la seccion 10.1 de [ITA]). .
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La aproximacién de Hobson El mismo ano (1913) el matematico britanico
E.W. Hobson obtuvo una construccién un poco menos exacta, pero mucho més
simple:

LA
1

H

Sélo requiere construir los puntos D, E'y F' que distan de O respectivamente
3/5r,1/2r y 3/2r, luego se trazan las circunferencias de diametros DE y AF
y el segmento GH es el lado del cuadrado. Un calculo rutinario muestra que el

lado mide
— /3 3
OG+ OH = 10+\/;~ 1.772467,

lo que supone un error del 0.000766%. Para un circulo de 10 cm de radio, el
error en el lado del cuadrado es de 1.36 micras. Esto se corresponde con la
aproximacion

W%M=3.14164... -

La rectificaciéon de la circunferencia Un problema equivalente al de la
cuadratura del circulo es el de la rectificacion de la circunferencia, es decir, la
construccion de un segmento de longitud igual a la de un circulo dado. Veamos
ahora una rectificacion aproximada de la circunferencia debida al matematico
polaco Adam Kochanniski:

Problema 6.2 Construir aproximadamente un segmento de longitud igual a la
de una circunferencia dada.
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1. Dada una circunferencia, trazamos dos didmetros perpendiculares.
2. Trazamos la tangente por C.

3. Trazamos el punto Y donde la circunferencia de centro B y el mismo radio
corta a la circunferencia dada.

4. Trazamos la interseccion X de la recta OY con la tangente en C.
5. Sumamos a X tres veces el radio de la circunferencia, hasta obtener Z.

6. El segmento AZ es una aproximacion a la rectificacion de media circun-
ferencia. Si queremos la rectificaciéon de la circunferencia entera, lo dupli-
camos.

En efecto, si suponemos el radio unitario, el triAngulo OBY es equilatero,
luego la distancia de Y a OB es v/3/2, luego

Xc _ oo _ 2
/2 V3/2 V3
luego XC = \/5/3 yCZ =3- \/5/3 Finalmente:

_ 40
AZ2:4+9+1/3—2\/§:§—2\/§

/1
A7 = EO —2v/3 = 3.141533338705 .. .

que aproxima a 7 con un error del 0.0019%. Para un circulo de 10 cm de radio,
el error es de 6 micras. [

La triseccion del angulo Es facil dividir un segmento en cualquier nimero
de partes iguales con regla y compas, por lo que podria pensarse que tampoco
deberia ser dificil dividir un 4ngulo dado en cualquier niimero de partes iguales.
Los griegos encontraron muchos medios de trisecar angulos (por ejemplo, hemos
visto el método de Arquimedes mediante neusis, que requiere una regla mar-
cada), pero ninguno de ellos satisfacia el requisito ideal de usar tnicamente la
regla y el compas. Papus de Alejandria estaba convencido de que la triseccion
del angulo con regla y compéas era imposible, pero no es obvio en absoluto como
se puede probar que una construcciéon no puede realizarse.

Como ya hemos sefialado, este tipo de resultados negativos se obtienen con
relativa facilidad a partir de la caracterizacion de Wantzel puramente algebraica
de los nimeros constructibles que no estamos en condiciones de demostrar aqui,
pero vamos a enunciar sin prueba una condicién necesaria mas fina que el mero
caracter algebraico:

Teorema (Wantzel) Los nimeros complejos constructibles con regla y compds
son algebraicos con polinomio minimo de grado potencia de 2.
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Vamos a ver que esta condicién no la cumple, por ejemplo, cos20°, por lo
que no es posible construir el nimero complejo

w = co0s20° 4 isen 20°,

lo cual es claramente equivalente a que no se puede construir con regla y com-
pas un angulo de 20°. Como, por otra parte, el dngulo de 60° es facilmente
constructible, éste es un ejemplo de angulo constructible no trisecable.

Consideremos la formula cos3z = 4cos® 2 — 3cosz, que se deduce de la
formula para el coseno de una suma.? Haciendo = = 20° obtenemos que

1
4 cos® 20° — 3cos 10° = 3

luego cos 20° es una de las raices del polinomio

3 3 1
LA
Si probamos que este polinomio es irreducible en Q[z], entonces [ITAl 8.7] sera
el polinomio minimo de cos20° y, como tiene grado 3, el teorema anterior nos
permite concluir que cos 20° no es constructible.

Ahora bien, para que un polinomio de grado 3 sea irreducible en Q[z] basta
con que no tenga raices en Q. Si r fuera una raiz racional del polinomio, o
también de 823 — 2z — 1, entonces 2r seria una raiz racional del polinomio
23 —x — 1y, por el teorema [ITAIl 2.29], tendria que ser un nimero entero
divisor del término independiente, es decir, de —1. Pero +1 no son raices del

polinomio, asi que concluimos que no tiene raices enteras. n

Ejercicio: Usando el teorema que hemos enunciado sin demostracion en el apartado
anterior, demostrar que no es posible construir con regla y compéas un heptiagono
regular. AYupA [ITAIl 17.1], [ITAI 3.34].

6.5 Construcciones con regla marcada y compas

En la introduccién hemos discutido el problema de la duplicacion del cubo.
Admitiendo el teorema de Wantzel que no hemos demostrado, ya sabemos que
no es resoluble con regla y compas, pues el polinomio minimo de /2 es 23 — 2y,
como su grado no es potencia de 2, podemos afirmar que /2 no es constructible
con regla y compés. En la introduccién hemos hablado de la solucion “sélida”
de Menecmo, basada en el trazado de una pardbola. Ahora vamos a ver que
también es posible construir /2 mediante neusis, usando una regla con dos
marcas que determinan un segmento de longitud unitaria.

En los problemas 3.5 y 3.6 vimos cémo emplear la neusis para construir un
heptagono regular y para trisecar un dngulo dado. Ahora veremos que la neusis
también nos permite calcular raices ctubicas de nimeros complejos.

4[ITAn], formulas (5.13).
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La definicién de numero complejo constructible con regla marcada y compds
se obtiene modificando de forma obvia la definicién 6.11 para incorporar el
principio siguiente:

Si z es un punto constructible, r1,79 son rectas o circunferencias
constructibles, z1 # za son puntos de ri,r9, Tespectivamente alinea-
dos con z y tales que |z1 — z2| = 1, entonces z1 y zo también son
constructibles.

Estamos considerando aqui tres tipos de neusis: recta-recta, recta-circunfe-
rencia o circunferencia-circunferencia. La construcciéon del heptagono regular y
la triseccion del angulo que hemos visto usan una neusis recta-circunferencia.
Es intersante observar que también pueden llevarse a cabo con una neusis recta-
recta. Por ejemplo:

Problema 6.3 Trisecar un dngulo dado.

A E C

Podemos suponer que el dngulo dado es agudo, pues si es obtuso podemos
bisecarlo, trisecar el &ngulo bisecado y multiplicar por dos el resultado.

1. Trazamos el punto A sobre un lado del 4ngulo dado tal que OA = 1/2.

2. Trazamos la perpendicular al otro lado por A, que cortara a éste en un
punto B.

3. Trazamos la paralela al lado OB por A.

4. Mediante neusis, trazamos los puntos C'y D sobre la recta paralela tra-
zada en el paso anterior y sobre la perpendicular AB de modo que estén
alineados con O y |CD| = 1.

5. El angulo a = BOD es la triseccion del adngulo dado.

Para probarlo consideramos el punto medio E del segmento AC' y el punto
medio F' de DC. Tenemos que FCE = «, por ser alterno interno a BOD.
Como los triangulos ﬁ y @ son semejantes (son rectangulos con catetos
iguales), también FAE = a, luego EFO = 2a.

Pero OAF es isosceles, pues AF = CF = 1/2CD = 1/2 = OA, luego
DOA = 2a, luego el angulo dado es 3a. L]
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Es obvio que los nimeros complejos constructibles con regla marcada y com-
pés forman también un cuerpo,® y que las raices cuadradas de los ntimeros cons-
tructibles con regla marcada y compas son constructibles con regla marcada y
compaés. Pero ahora podemos probar:

Teorema 6.17 Las raices cibicas de un nimero complejo constructible con re-
gla marcada y compds son constructibles con regla marcada y compds.

DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar un nimero real a construc-
tible con regla marcada y compas, y veamos que /a también es constructible.
No perdemos generalidad si suponemos que a > 0y, si a > 1, lo cambiamos por
1/a, pues ¥/a =1/3{/1/a, luego si {/1/a es constructible, lo mismo le sucede a
¥a. Asi pues, podemos suponer que 0 < a < 1. En realidad la construcciéon que
vamos a dar funciona si 0 < a < 8.

C E

D

Construimos un triangulo isésceles ABC con dos lados unitarios y AB de
longitud a/4. Prolongamos el lado BC' de modo que B sea el punto medio de
CD. Trazamos la paralela a AB por C y llamamos E al punto de corte entre
ésta y AD. Ahora usamos la regla marcada para construir los puntos P y @
que disten una unidad y sean colineales con C.

Tenemos que ADB y EDC estén en posicion de Tales, luego son semejantes,
y es claro que la razon de semejanza es 2, por lo que C'E tiene longitud a/2 (el

doble que AB). También es claro que PEC es semejante a PAQ), luego

)

OF _4Q _=2
CP PQ 1
donde llamamos  a la longitud de AQ. Asf, CP mide a/2z.

Llamamos M al punto medio de AB, con lo que el teorema de Pitagoras nos

da que
CQ° =CM° +MQ° =BC -~ BM +MQ’,

5Puede probarse que los ntimeros constructibles con regla marcada y compas también son
algebraicos, luego la regla marcada no resuelve los problemas de la cuadratura del circulo o
la rectificacién de la circunferencia.
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luego
140 2 1 a\ 2 a\2
(1) =1-(5) +(=+5)
Operando llegamos a 4x* + az® — 4ax — a® = 0, que factoriza como
(42 4 a)(z® —a) = 0.

Como el primer factor es positivo, resulta que x = /a.

En general, si z = re? es contructible, una raiz ctibica es w = %69/3, que

puede construirse igual que hemos construido su raiz cuadrada en la prueba de
6.15, sélo que ahora construimos la raiz cibica del médulo en lugar de la raiz
cuadrada y trisecamos el argumento en vez de bisecarlo. Las tres raices ctibicas
son w¢’, para j = 0,1,2, donde ¢ es una raiz ctbica primitiva de la unidad
en C, que es, de hecho, constructible con regla y compés. L]

Terminamos mostrando una construcciéon debida a Viéte del heptagono re-
gular que se diferencia de la que vimos en el problema 3.5 en que usa una neusis
respecto de dos rectas, en lugar de respecto de una recta y una circunferencia.

Para ello vamos a dar una caracterizacion geométrica del angulo 27/7:

Consideremos la figura siguiente, en la que FG = OG = OB = 1. Vamos a
probar que si FA - FB = OF, entonces AOG = 27 /7.

Llamamos H al otro punto donde la recta F'G corta a la circunferencia de
centro O y radio 1 y vamos a probar que OH es paralela a BG. Para ello basta
con que

FH OF

FG OB
pues entonces los tridngulos son semejantes y estan en posicion de Tales. A su
vez, esto resulta de combinar la hipotesis con el teorema de la potencia, segin
el cual FH = FH - FG =FA-FB.

Usando el paralelismo de OH y BG junto con el hecho de que los triangulos
son isosceles se concluye inmediatamente que todos los angulos marcados con
a en la figura son iguales y que el angulo en F' es 2a, como se indica. Ahora
usamos que este angulo debe ser la semidiferencia de los arcos que abarca en la
circunferencia (teorema 1.42), lo que nos da que

)

T — 3a
2

= 2a,

luego a =7/Ty GOA = 27 /7.
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Con esto estamos en condiciones de justificar la construccion de Viéte del
heptagono regular:

Problema 6.4 Construir un heptdigono regular.

1. Trazamos la circunferencia de centro 0 y radio 1, en la que marcamos los
puntos A=1y B=—1.

2. Trazamos la circunferencia de centro B y radio 1, que nos determina el
punto C.

3. Trazamos D = —1/3.

4. Trazamos la circunferencia de centro D y radio DC.
5. Trisecamos el angulo ﬁ', para formar ODE.

6. La recta C'E determina el punto F'.

7. La circunferencia de centro F' y radio 1 determina los puntos G, H, que
son dos de los vértices del heptagono regular.

Para probar que el método es correcto anadimos a la figura el punto medio
I del segmento BD, de modo que D = —1/3 e I = —2/3. El angulo en F
es la semidiferencia de los arcos que abarca en la circunferencia de centro D.
Si llamamos « al menor, el mayor es 3a, luego el angulo en F' es también a.
Esto significa que el tridngulo DEF es isosceles, al igual que IC’AD, pues la
perpendicular al eje real horizontal por C' pasa por —1/2, que es el punto medio
de TD. La altura de este triangulo mide v/3/2, y su base mide 1/3, de donde se
sigue que sus lados iguales miden

r:?:ﬁ:@:ﬁ:ﬁ,

Si llamamos « al d4ngulo en F', tenemos que el angulo en I es 3, luego

1
cos3a = —, cosa = —,
67 2r
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donde d = DF. Ahora usamos la relacion cos 3o = 4 cos® a—3 cos . Al sustituir
las relaciones anteriores y simplificar, queda

Ahora basta probar que FA - FB = OF, es decir, que

4 2\ 2 1
d—=)(d+2) =d—=
(1-3) (a+3) =05

pero al desarrollar esta ecuacién obtenemos precisamente la anterior. L]

6.6 La trisectriz de Hipias

Consideremos un cuarto de circunferencia de extremos A y B, y supongamos
que un punto P se mueve a través de él desde A hasta B a velocidad constante.
Al mismo tiempo, otro punto @) se mueve desde A hasta O también a velocidad
constante, y de modo que @ llega a O al mismo tiempo que P llega a B. La
trisectriz de Hipias es la curva que describe el punto R en el que el radio OP
corta a la paralela a OB por Q.

A

0] C B

Vamos a caracterizar la trisectriz “estaticamente”, es decir, sin hacer refe-
rencia a movimientos y velocidades. Por simplicidad vamos a suponer que el
arco tiene radio 1. Observamos que P tiene que recorrer una longitud de 7 /2 al
mismo tiempo que () recorre una longitud de 1, luego si elegimos la unidad de
tiempo de modo que la velocidad de P sea 1 (con lo que tardara 7/2 unidades de
tiempo en hacer su recorrido), la velocidad de @ tiene que ser 2/ para recorrer
una unidad en el mismo tiempo.

Si tomamos O como origen de coordenadas y llamamos 6 al dngulo que
cumple P = (cosf,sen §), en cada instante, el espacio recorrido por P es 7/2—6,
luego el espacio recorrido por () tiene que ser

Q=

3

PP

T
2 T’

(
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luego OQ = 20/7. Entonces R = A\(cosf,sen @) y, como Asenf = OQ = 20/,
despejando A y sustituyendo queda que los puntos de la trisectriz son los de la
forma

%cos@ 270

m senf’ w

(z,y) = ( ), 0<egg.

Hipias observo que si tenemos una trisectriz dibujada en un papel entonces
podemos trisecar cualquier angulo con regla y compas. Mas atn, podemos
dividirlo en cualquier niimero de partes iguales.

Aq

P

s O
g —"T

0] C B

En efecto, como un punto R de la trisectriz tiene la propiedad de que su
segunda coordenada es proporcional a su argumento, si consideramos cualquier
angulo agudo 6 = §O\P7 calculamos la intersecciéon R de OP con la trisectriz y
a su vez el punto @ donde la paralela a OB corta al eje vertical O A, entonces
0Q = 207, luego si dividimos OQ en tres partes iguales (o las que se quiera),
los puntos R; y Ro de la trisectriz situados en la horizontal de las divisiones
tendran argumento 0/3 y 26/3, respectivamente, luego B/O\Rl es la triseccion
del angulo dado.

Esto lleva a la pregunta: jcémo podemos dibujar una trisectriz? Sillamamos
t = 20/m, entonces las coordenadas de la trisectriz son

t
(2.y) = (teot 1), 0<t<1,
luego la trisectriz no es sino la grafica de la funcion

7t
f(t) =tcot —
2
y la trisectriz que muestran las figuras precedentes las ha calculado un ordenador
con las técnicas usuales para representar funciones graficamente, es decir, eva-
luandola en un nimero finito de puntos suficientemente grande, aproximando la
funcion cotangente con la precision suficiente. Ahora bien, es interesante obser-
var que en teoria podemos obtener una representaciéon aceptable de la trisectriz
sin més ayuda que una regla y un compés, como muestra la figura siguiente:
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En ella hemos dividido el angulo recto en 2* = 16 angulos iguales mediante
bisecciones sucesivas, y también hemos dividido un lado vertical del cuadrado
en otros tantos segmentos iguales, y hemos trazado una recta paralela por cada
division. Asi, la intersecciéon de cada paralela con su bisectriz correspondiente es
un punto de la trisectriz, y de este modo hemos trazado 16 puntos de la trisectriz
que nos permiten perfilar la curva. Si queremos méas precisiéon sélo tenemos que
volver a bisecar cada angulo para obtener 32 puntos, o 64 o cualquier potencia
de 2 que queramos.

La trisectriz de Hipias también se conoce como cuadratriz de Dindstrato,
pues, tal y como hemos apuntado en la introduccion, hacia 350 a.C., un alumno
de Platon llamado Dindstrato (hermano de Menecmo) descubrioé que el punto
final de la curva cumple OC = 2/, luego una simple manipulacién nos permite
construir un segmento de longitud 7/2, es decir, la rectificacion del cuadrante, y
a partir de ahi es facil rectificar la circunferencia completa o cuadrar el circulo.

En efecto, a partir de la expresion analitica de la trisectriz es inmediato que

— 20 cos 6 2 cosf 2
OC = lim — = lim — 7=
6—0 ™ senf 60T sae T
A
0 —15

1T/ 2

Notemos que la construccion precedente mediante bisecciones sucesivas no
nos permite calcular directamente el punto C, pero si aproximaciones arbitra-
riamente buenas. Precisamente el hecho de que OC = 7/2 implica que C no es
constructible con regla y compas.



Capitulo VII
Cobnicas

En la introduccion hemos explicado como Menecmo definio6 las secciones co-
nicas como las curvas que resultan de cortar la superficie de un cono mediante
un plano que no pase por el vértice. Aunque seria mas natural estudiar las sec-
ciones conicas a partir de la definicion clasica, ello requeriria trabajar con figuras
tridimensionales, cuando en este libro s6lo hemos estudiado la geometria plana.
Por ello vamos a introducir las conicas mediante una definicion equivalente que
no involucra conceptos tridimensionales y en la secciéon 7.5 mostraremos que
efectivamente coincide con la definicion clasica.

7.1 Definicién y propiedades generales

Fue Papos de Alejandria quien descubri6 que las secciones conicas pueden ca-
racterizarse en términos de la definicion siguiente, a pesar de que aparentemente
no guarde relacion alguna con la definiciéon clasica:

Definicién 7.1 Dada una recta d y un punto F' exterior a ella, la cdnica de
foco F, directriz d y excentricidad e > 0 es el lugar geométrico formado por los
puntos P tales que el cociente de su distancia a F' sobre su distancia a d vale e.

Maés precisamente, si X es el pie de la perpendicular a d por P, la condicién
para que P esté en la conica es

PF
I —e¢
PX

Las conicas de excentricidad 0 < e <1, e=1y e > 1 se llaman, respectiva-
mente, elipses, pardbolas e hipérbolas.

Nota En realidad esta definicién no es exactamente equivalente a la definicion
de las coénicas como secciones de un cono en cuanto a que ésta incluye a las
circunferencias entre las conicas, mientras que la que acabamos de dar no lo
hace.

307
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Mas adelante corregiremos esta discrepancia considerando a las circunferen-
cias como las conicas de excentricidad e = 0, pero de momento consideraremos
solo excentricidades e > 0. n

La excentricidad determina una cénica salvo semejanza.:

Teorema 7.2 Dos conicas son semejantes si y solo si tienen la misma excen-
tricidad.

DEMOSTRACION: De acuerdo con la definicién 6.2 y las observaciones pos-
teriores, las semejanzas son las composiciones de isometrias con homotecias.
Como las semejanzas conservan la perpendicularidad y las proporciones entre
segmentos, es obvio que la imagen de una coénica por una semejanza es la co-
nica que tiene por foco y directriz las iméagenes del foco y de la directriz de la
conica dada y la misma excentricidad. En particular, conicas semejantes tienen
la misma excentricidad.

Reciprocamente, dadas dos conicas de la misma excentricidad, es claro que
con una homotecia podemos transformar la primera en en otra (de la misma
excentricidad) cuya distancia entre el foco y la directriz sea la misma que hay
entre el foco y la directriz de la segunda, y entonces con una isometria podemos
transformar esta tercera conica en otra (de la misma excentricidad) que tenga
exactamente el mismo foco y la misma directriz que la segunda de las conicas
dadas, pero entonces ambas conicas coinciden, luego las dos céonicas dadas son
semejantes. n

La recta perpendicular a d por F' se llama eje de la conica.

Como la simetria respecto del eje deja invariantes tanto a F' como a d, es claro
que también deja invariante a la conica, es decir, que toda cénica es simétrica
respecto de su eje.

Puntos interiores y exteriores Consideremos una recta perpendicular al
eje de una coénica y supongamos que contiene al menos un punto P situado
sobre ella. Entonces, su simétrico P’ respecto del eje también tiene que estar
en ella. Si P no esta en el eje, la situacion que muestra la figura siguiente:

K P
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Los puntos Py P’ cumplen

PF_PF
PK TPK

9

y es claro entonces que los demés puntos @) de la recta PP’ cumplen

F F
CS?[{” <e QCQI{// >e
(donde K" es el pie de la perpendicular a la directriz por Q) segtn si @ esta
entre Py P’ o esta fuera del segmento. En particular, P y P’ son los tnicos
puntos de la recta dada que estan sobre la coénica. Si la recta dada contiene un
punto P de la conica situado sobre su eje, entonces razonamos similarmente que
todos los demés puntos de la recta cumplen

QF
QK"

> e.

Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definicion 7.3 Llamaremos puntos interiores (resp. exteriores) de una conica
a los puntos @ tales que, si K es el pie de la perpendicular a la directriz por @,
se cumple que
QF QF
= <e (resp. =
QK QK

entendiendo que los puntos de la directriz (en los que QK = 0) son exteriores.

> o),

Hemos probado que si una recta perpendicular al eje de una cénica la corta al
menos en un punto P, entonces todos los puntos situados entre P y el simétrico
de P respecto del eje son interiores, mientras que los puntos restantes de la recta
son exteriores.

Si una recta no tiene puntos en comun con la cénica, entonces todos sus
puntos son exteriores, pues si contuviera alguno interior @), llamamos d a la
distancia de la recta a la directriz y Qg a la intersecciéon de la recta con el eje,
con lo que FQy < FQ < ed y soélo tendrfamos que tomar un punto P en la

recta tal que PQy = 1/ (ed)? — FQO2 para que fuera FP = ed, de modo que P

estaria en la recta y en la conica.

Con estas consideraciones es inmediato distinguir a simple vista los puntos
interiores de los exteriores en una grafica. En la figura siguiente hemos som-
breado el interior de una elipse, una parabola y una hipérbola. De momento
mostramos figuras a efectos puramente ilustrativos, pues no tenemos ninguna
justificacién de que se correspondan realmente con lo que estamos razonando.
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Vértices Los puntos de la conica situados sobre su eje se llaman vértices.

Vamos a probar que, tal y como muestra la figura siguiente, todas las conicas
tienen un vértice A situado entre el foco y la directriz, que en el caso de las
paréabolas es el tinico, mientras que las elipses y las hipérbolas tienen un segundo
vértice A’.

Para estudiar la existencia de vértices en una coénica podemos graduar el eje
asignando el 0 al punto de corte con la directriz, de modo que el foco tenga
coordenada f > 0. Notemos que ni el foco ni ningin punto de la directriz
pueden estar en la conica (no cumplen la definicion), por lo que en particular
un vértice situado entre el foco y la directriz tendra una coordenada 0 < a < f.
La ecuacion de la conica se traduce en que (f —a)/a = e, lo cual equivale a

/
e+1

Por lo tanto, toda conica tiene un tunico vértice situado entre su foco y su
directriz. Nos referiremos a este vértice como el vértice asociado al foco y a la
directriz y lo representaremos por A.

Notemos que a cada excentricidad e le corresponde un valor distinto de a,
y viceversa, por lo que una coénica estd igualmente determinada por su foco,
su directriz y su vértice asociado. En particular, el vértice asociado al foco de
una parabola tiene coordenada a = f/2, por lo que es el punto medio entre la
directriz y el foco.

Un vértice A’ situado en el mismo lado que el foco respecto de la directriz,
pero mas alla de éste, tiene que tener coordenada 0 < f < a’, y la condicién
que debe cumplir es (a’ — f)/a’ = e, que equivale a (1 —e)a’ = f. Esto so6lo es
posible si e < 1, en cuyo caso el vértice es o’ = f/(1 —e).

Por altimo, un vértice A’ situado en el lado opuesto al foco respecto de la
directriz tiene que tener una coordenada a’ < 0 tal que (f —a')/(—a’) = e, lo
que equivale a (e — 1)a’ = —f, lo cual solo es posible si e > 1, en cuyo caso
a' = —f/(e—1). Por lo tanto:

o Cada pardbola tiene un unico vértice, situado en el punto medio entre la
directriz y el foco.
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e Cada elipse y cada hipérbola tiene dos vértices. En el caso de la elipse los
vértices estdn situados en el orden X — F — A — A’, donde X representa
la interseccion de la directriz con el eje, mientras que en el caso de la
hipérbola el orden en A’ — X — A—F.

Observemos que esto se corresponde con lo que muestran las figuras prece-
dentes, pero en ellas se aprecia algo mas que todavia no podemos justificar, y
es que las elipses y las hipérbolas —a diferencia de las parabolas— presentan
un segundo eje de simetria, concretamente la recta perpendicular al eje por el
punto medio entre los vértices. Méas atn, este punto medio es en si mismo un
centro de simetria de ambas curvas, en el sentido de que el opuesto a un punto
de la curva respecto a dicho centro estd4 también en la curva.

Elementos de una conica Aunque todavia no podemos justificar estos he-
chos, si que podemos introducir algunas definiciones y aprovechar los calculos
que acabamos de hacer para extraer algunas consecuencias.

Se llama, centro O de una elipse o hipérbola al punto medio de sus vértices.
La perpendicular al eje por O se llama eje menor de la elipse o hipérbola (y, por
contraposicion, el eje al que veniamos llamando simplemente “eje” se le llama
eje mayor).

En el caso de una elipse, hemos visto que, respecto de la graduaciéon que
hemos considerado en el eje, los vértices estén situados en las posiciones f/(1+e)
y f/(1 —e). Por lo tanto, el centro esta en la posicion

f f
d — 1+4e + 1—e — f
2 1—e2’
Ahora bien, dada la simetria que ain no hemos demostrado que tienen las
elipses, resulta aconsejable considerar una graduaciéon del eje en la que sea el
centro O el que tenga coordenada nula. Las coordenadas respecto de este nuevo
sistema de referencia se obtienen restando a las antiguas el valor d, de modo
que los vértices pasan a tener coordenadas =+a, con
R AR S
l—e 1—¢2 1—¢2’
la interseccion de la directriz con el eje tiene coordenada —d, y el foco tiene
coordenada —c, donde

2
e
c = fo_ f= f )
1—e2 1—e2
Ahora bien, f es la distancia entre el foco y la directriz, que en este contexto
resulta artificial. Es mas natural tomar ¢ como referencia, de modo que tenemos

las relaciones d = c/e? y a = c/e.

La situacion para una hipérbola es muy similar. Ahora los vértices estan en
las posiciones —f/(e — 1) y f/(e+ 1), luego la posicién del centro es

f f
_d:efl+e+1: _f

2 ez —1’
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pero si tomamos el centro como origen de coordenadas los vértices pasan a tener
coordenadas 4a, donde

I
e+1 e2—-1 e2-1’

la interseccion de la directriz con el eje tiene coordenada —d, donde

f

d:
e2—1’

y el foco tiene coordenada

—f e
S A s S

y de aqui llegamos a las mismas relaciones d = c/e?, a = c/e.
Esto nos lleva a algunas definiciones adicionales:

En una elipse o una hipérbola, llamaremos distancia focal ¢ a la distancia
entre el centro y el foco. Llamaremos semiejes mayores a los segmentos que
unen el centro O y cada uno de los vértices, cuya longitud es a = ¢/e. En estos
términos, la distancia del centro a la directriz es d = c/e? = a/e.

Veamos ahora que una elipse corta a su eje menor en dos puntos. Un punto
en el eje menor situado a una distancia b > 0 del centro estara en la elipse si y
sélo si
a_°
pues el numerador es ciertamente la distancia al foco. Esto equivale a que

2
b2 + 02 = an = a2.
En realidad, este célculo vale igualmente para hipérbolas, pero la diferencia es
que en una elipse a = ¢/e > ¢, por lo que obtenemos dos valores posibles para
b = +£+v/a? — ¢2, mientras que en una hipérbola es a = ¢/e < ¢, con lo que no
hay solucion. Asi pues:

Una elipse corta a su eje menor en dos puntos B y B’ situados a una distancia
b= Va2 — 2 del centro, que también reciben el nombre de vértices, con lo que,
en total, una elipse tiene cuatro vértices (dos sobre el eje mayor y dos sobre el
eje menor).

En cambio, una hipérbola no corta a su eje menor, por lo que sélo tiene dos
vértices A, A’, mientras que una parabola ni siquiera tiene eje menor, y so6lo
tiene un vértice A.
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Rectas tangentes En realidad, en la discusiéon precedente nos hemos des-
viado del propédsito de esta seccidn, que es probar algunos resultados validos
para todas las conicas, sin necesidad de distinguir si son elipses, parabolas o hi-
pérbolas. Vamos a estudiar ahora las posibilidades de intersecciéon de una recta
con una coédnica. El punto de partida es el teorema siguiente:

Teorema 7.4 Si la recta que pasa por dos puntos P y P’ de una cénica de
foco F corta a la directriz en un punto G, entonces la recta F'G biseca uno de
los dngulos formados por las rectas FP y FP’.

DEMOSTRACION: Si P, P’, F estan alineados el teorema se cumple trivial-
mente. Sean K y K’ los pies de las perpendiculares a la bisectriz por Py P’.
Por definicion de conica tenemos que

PF _PF
PK PK’

luego L L
PF PK PG

PEF_ DK PG

X N~

Por la misma discusién que hemos hecho al analizar la existencia de vértices,
esa relacion la cumplen dos puntos salvo si el cociente es 1, en cuyo caso s6lo
hay uno. Ahora bien, por el teorema 4.3 aplicado al triangulo PFP (v la nota
posterior) dichos puntos son precisamente los puntos de corte con PP’ de las
dos bisectrices (interior y exterior) del angulo E. (Si el cociente es 1 es que el
triangulo es isosceles y la bisectriz exterior es paralela a PP’, por lo que so6lo
hay un punto de corte.) "

Como consecuencia:
Teorema 7.5 Una recta corta a una conica a lo sumo en dos puntos.

DEMOSTRACION: Si la recta es paralela a la directriz, entonces todos sus
puntos estan a una misma distancia dy de ella, luego todo punto P que esté
en la cénica cumplirda FP = edy, pero solo hay dos puntos en una recta a una
misma distancia de un punto F' dado, luego no hay mas que dos posibles puntos
de corte.
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Si la recta no es paralela a la directriz, llamamos G al punto de corte. Si la
recta corta a la coénica en dos puntos P y P’, entonces, por el teorema anterior,
FG es una bisectriz de las rectas FP y FP’. Si hubiera un tercer punto de
interseccion P”, entonces F'G también tendria que ser una bisectriz de FP y
FP", pero esto significa que FP' y FP” coinciden con la recta simétrica de F P
respecto de F'G, luego P’ y P son ambos la interseccion de esta recta con la
recta dada, en contradiccién con que P” era un tercer punto. L]

Observemos que tanto los angulos interiores como los exteriores de un triéan-
gulo miden menos de 180°, por lo que el d&ngulo que forma una bisectriz interior
o exterior con uno de los lados que biseca tiene que ser menor de 90°. Como
consecuencia:

Teorema 7.6 Sea P un punto en una conica que no sea un vértice y sea G el
punto de corte con la directriz de la perpendicular a F'P por F. FEntonces la
recta GP corta a la conica inicamente en el punto P.

DEMOSTRACION: Por construccion GF' es perpendicular a GP, pero por el
teorema 7.4, si GP pasara por otro punto P’ de la conica, la recta GF serfa una

bisectriz de F'P y FP’, luego no seria perpendicular a FP. ]
P
P
Al F

Definicién 7.7 La recta construida en el teorema anterior se llama recta tan-
gente a la conica por el punto P. La recta tangente a un vértice la definimos
como la recta paralela a la directriz que pasa por él.

Notemos que si P es un vértice, también se cumple que su tangente corta a
la cénica tinicamente en P, pues ésta es paralela a la directriz, luego todos sus
puntos estén a la misma distancia de ella, luego todos los puntos de la conica
situados en la tangente tendrian que estar a la misma distancia del foco, pero P
es el pie de la perpendicular a la tangente por F: ningtn otro punto esta a la
misma distancia.

Nota En general, por un punto de una cénica pueden pasar varias rectas que
no la corten en ningdn otro punto (por ejemplo, en la figura anterior, la recta
horizontal que pasa por P no corta a la parabola en ningin otro punto), pero
la recta tangente que acabamos de definir no es cualquiera de ellas. En efecto,
dado un punto P en una coénica, consideramos otro lo suficientemente proximo
como para que ambos estén al mismo lado de la directriz. Supongamos ademés
que PP’ no es perpendicular al eje (si se da el caso, basta sustituir P’ por
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otro punto méas proximo a P). Sea G’ el punto donde PP’ corta a la directriz.

Entonces, la bisectriz r del angulo PFP' corta a PP’ en un punto entre Py
P’, luego no puede estar en la directriz (ya que los dos puntos estan al mismo
lado). Por consiguiente, F'G’ tiene que ser la bisectriz del angulo exterior en F'

del triAngulo PFP’, no del interior, luego es la perpendicular a r.

p.P
é
G [3J
X Al ==

Cuanto méas proximo esta P’ a P, la recta r se parecera mas a FP y su
perpendicular F'G’ se parecera mas a F'G (la perpendicular a la recta tangente),
luego G’ se parecera cada vez méas a G. Asi pues, la tangente que hemos definido
es la recta con la que se confunden las secantes a la conica por P y un punto
muy proximo a P. Es facil adaptar el argumento para aplicarlo también a las
tangentes en los vértices. [

Teorema 7.8 Sea P un punto de una conica cuya recta tangente no sea per-
pendicular al eje y sea T un punto de dicha tangente distinto de P. Sean M y N
los pies de las perpendiculares por T a F'P y a la directriz de la conica, respecti-
vamente. Entonces MF /TN es la excentricidad e de la conica. En particular,
TF/TN > e.

DEMOSTRACION: Sea G el punto donde la tangente corta a la directriz, de
modo que GP y GF son perpendiculares, y sea K el pie de la perpendicular a
la directriz por P. Entonces, por el teorema de Tales:

MF TG TN
PF PG PK’

luego L
WF _PF_
TN PK
P
K.
N T
M
F

La tltima afirmacion se debe a que TF > MF .
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Como consecuencia (teniendo en cuenta que en el caso de las tangentes per-
pendiculares al eje es trivial):

Teorema 7.9 Todos los puntos de una recta tangente a una conica son exte-
riores salvo el punto de tangencia.

O, dicho de otro modo, por un punto interior a una cénica no pasa ninguna
recta tangente. En cambio, veremos que, por regla general, por cada punto
exterior a una conica pasan dos rectas tangentes, pero hay ciertos casos excep-
cionales que tendremos que discutir separadamente segtun el tipo de conica.

Teorema 7.10 Si la recta que une dos puntos P y P’ de una cénica pasa por
el foco, entonces las tangentes por dichos puntos se cortan en la directriz.

DEMOSTRACION: Es claro que los puntos no pueden ser vértices, y entonces
FP coincide con FP’, luego la perpendicular GP (con G en la directriz) es la
misma en ambos casos, luego las tangentes son GP y GP’, que se cortan en G,
es decir, sobre la directriz. n

Teorema 7.11 La perpendicular al eje de una conica por su foco corta a la
conica en dos puntos cuyas tangentes se cortan en la interseccion del eje con la
directriz.

DEMOSTRACION: Sea X la interseccion del eje con la directriz y sea E un
punto en la directriz tal que EX = XF. Sea A el vértice de la conica asociado
al foco y sea R la interseccion de E A con la perpendicular al eje por F. Sea K
el pie de la perpendicular a la directriz por R. Entonces

RF RF AF _
RK XE AX

pues el vértice A esté en la conica. Por lo tanto, R también esta en la conica, y
su simétrico R’ respecto al eje también. Para construir las tangentes a Ry R’,

el punto G de la definicién es en este caso X, luego ambas tangentes se cortan
en X. L]

)

La distancia entre los dos puntos dados por el teorema anterior se llama latus
rectum de la coénica.

La figura siguiente muestra el latus rectum de una hipérbola junto con las
tangentes por sus extremos:
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Terminamos esta secciéon con algunos resultados adicionales sobre tangen-
tes que necesitaremos mas adelante. El lector puede optar si lo prefiere por
saltarselos y volver a ellos cuando sean necesarios:

Teorema 7.12 Si la tangente a una conica por un punto P corta a la directriz
en el punto G y a la perpendicular al eje por F' en D, entonces FD/FG es la
excentricidad de la conica.

D

)N F

DEMOSTRACION: El angulo PFQG es recto por la definicién que hemos dado
de la recta tangente, luego los cuatro puntos K, P, F,G estan sobre la circun-

ferencia de didmetro PG. Por lo tanto, FGD = FGP = FKP (como angulos
dirigidos).
Por otra parte,

DFG = DFP + PFG = DF,FP +90° = DF, KP + KP, PF + 90° = K PF.
Por lo tanto, los tridngulos GF'D y K PF son (inversamente) semejantes, luego

FD_PF _|
FG PK .

Usaremos este hecho en la prueba de los teoremas siguientes:

Teorema 7.13 Si las tangentes a una conica por dos puntos P y P’ se cortan
en T, las rectas FP y FP' son simétricas respecto de FT.
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DEMOSTRACION: Tenemos que D

kG _KT T p

FD FT FD"
luego, por el teorema anterior, G'

KG FD FG K\

KG' FD' FG" C =
Por el teorema 4.3 y la nota posterior aplicado al tridngulo
GFG', concluimos que F'T es una bisectriz (interior o ex- P’
terior) de las rectas FG y FG’, es decir, que GFT = TFG’
(como angulos dirigidos). Entonces

P'FT = PFG' + G'FT = 90° + TFG
_GFP + TFG = TFP, P

y por tanto F'P y F'P’ son simétricas respecto de FT. =

Teorema 7.14 Si la recta normal (la perpendicular a la tangente) a una conica
en un punto P corta al eje en E, entonces FE/FP es la excentricidad de la
conica.

DEMOSTRACION: Sea G el punto donde la tangente corta a la directriz, de
modo que el angulo PFG es recto, y sea D el punto donde corta a la perpendi-
cular al eje por el foco.

G
/X F E

Entonces
GPF + FPE = GPE = 90° = GFP = GPF + FGD,
luego FPE = FGD. Similarmente,
EFP+ PFD=EFD=90° = DFX = DFG + GFX,

pero PFD = @, porque F'P y FD son perpendiculares a F'G y F' X, respec-
tivamente, luego EFP = DFG. Por consiguiente, los triangulos EF Py DFG
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son semejantes, luego

por el teorema 7.12. L]

7.2 La elipse

Pasamos ahora a estudiar especificamente las propiedades de las elipses, es
decir, de las conicas de excentricidad 0 < e < 1.

En el apartado sobre elementos de una conica de la seccion 7.1 definimos
el centro O de una elipse como el punto medio de sus vértices y vimos que, si
la distancia focal de la elipse (la distancia del foco al centro) es ¢, entonces los
vértices A, A’ del eje mayor estan a una distancia a = c/e, la directriz esta a
una distancia d = ¢/e? = a/e y los vértices B, B’ del eje menor estan a una

distancia b tal que b? + ¢? = a2

La figura siguiente muestra como construir puntos de una elipse sobre una
recta arbitraria perpendicular al eje mayor:

Q' V

Al

Si AF’ = AF, entonces, el hecho de que el vértice A esté sobre la elipse im-
plica que AF’/X A = e. Por lo tanto, si Q) es cualquier punto situado sobre el eje
mayor, se cumple que QQ’ = eX @, luego un punto P de la recta perpendicular
al eje por @) estaré en la elipse si cumple

P

xXQ
es decir, si y sOlo si esta también en la circunferencia de centro F' y radio QQ’.
Para que la circunferencia corte a la recta QQ’ es necesario y suficiente que
FQ <eXQ.

Si graduamos la recta con origen en O, entonces X tiene coordenada —d y
F tiene coordenada —c, luego si ) tiene coordenada ¢, la condiciéon es

lg+c| <elg+d|.
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Pero es obvio que si @ esta en el lado opuesto al foco respecto a la directriz,
la distancia de un punto a ésta va a ser siempre menor que la distancia al foco,
por lo que no hay puntos de la elipse en esa parte. Por lo tanto, podemos
suponer que q > —d, con lo que g+ d > 0 y podemos eliminar el valor absoluto
de la derecha. Usando ademéas que ¢ = ea y a = ed obtenemos:

lg + ea] < eq+a.

Esto equivale a
—eq—a<qgt+ea<eq+a

o también a
—(1+e)a < (1+e)g, (1-e)g<(1-e)a,

luego la condiciéon es —a < ¢ < a.

Asi, acabamos de probar que los puntos de la elipse se encuentran todos en
las rectas perpendiculares al eje que lo cortan en puntos @ situados entre los
vértices y que, concretamente, hay dos en cada una de estas rectas —aunque esto
lo sabiamos ya para conicas arbitrarias— excepto en el caso en que Q = A, A'.

Expresion analitica Llamaremos sistema de referencia candnico de una elipse
a cualquiera que tenga como eje de abscisas el eje mayor y origen en su centro.

Teorema 7.15 Respecto de un sistema de referencia candnico, una elipse estd
formada por los puntos cuyas coordenadas cumplen la ecuacion:

2 2
S
a b2

DEMOSTRACION: El foco tendra coordenadas (+c¢,0) y la directriz sera la
recta de ecuacion & = +d (con el mismo signo en ambos casos). Un punto (z,y)
estaré en la elipse si y sélo si

(x £¢)?+y?

rxd

Elevando al cuadrado:
22 4+ 2cx +y? = *(2? + d* £ 2dx).

Ahora recordamos que ¢ = e2d, con lo que 2e2d = 2c¢, luego se simplifican los
términos en = y queda

(1—ez? +y? =e2d* —* =a®> -2 =17,
pues ed = a. Por tltimo, teniendo en cuenta que

b? _ b? _ a?b? _ a?b? _ 2
1—e? 1-c%/a®> a?—c? b2 ’
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llegamos a
2 2

T Y
R
/0= T b

que es la ecuacién anunciada.

Con esto hemos probado que todos los puntos de la elipse cumplen la ecua-
cion. Reciprocamente, si un punto (z,y) cumple la ecuacién, necesariamente
—a < x < a, y hay exactamente dos puntos que cumplen la ecuacién con el
mismo valor de z, a saber, (x, +y) (salvo si x = +a, en cuyo caso tiene que ser
y = 0). Por otro lado, sabemos que hay exactamente dos puntos en la elipse
con coordenada z (o uno solo si x = +a) y hemos probado que dichos puntos
cumplen la ecuacion, luego uno de ellos tiene que ser (z,y). [

Nota Sien la primera parte de la demostracion del teorema anterior partimos
de la relacion con < e (resp. > e) en lugar de = e, llegamos a la ecuacion del
enunciado con < 1 (resp. > 1), por lo que podemos concluir que, respecto de un
sistema de referencia canonico, un punto es interior (resp. exterior) a una elipse
si y s6lo si cumple
22
o + 72 < 1 (resp. > 1). -

De este teorema deducimos muchas consecuencias. Ante todo, es obvio que
un punto (z,y) satisface la ecuaciéon si y solo si lo hacen (z, —y) o (—z, —y),
lo que se interpreta como que la elipse es simétrica respecto a su eje menor y
respecto a su centro, cosa que ya habifamos observado en las imagenes, pero que

hasta ahora no habiamos demostrado.

Otra consecuencia notable es que en realidad una elipse tiene dos focos y
dos directrices, es decir, que si una elipse esta definida mediante un foco F' y
una directriz d y un valor de e para la excentricidad, el punto F’ y la recta d’
simétricos de F' y d respecto al eje menor, con el mismo valor de e, definen la
misma elipse. En principio definirian la elipse simétrica respecto al eje menor,
pero ahora sabemos que es la misma.

Maés atin, sucede que una elipse esta también determinada por sus dos focos,
sin necesidad de hacer referencia a las directrices. El teorema siguiente puede
usarse como definicién alternativa de “elipse”

Teorema 7.16 Dados dos puntos distintos F1 y Fs y un numero 2a > F1 Fb,
el conjunto de los puntos P tales que

PF1+PF2:2a

es una elipse con focos Fy y Fy y semieje mayor a. Los puntos de cualquier
elipse satisfacen esta ecuacion.

DEMOSTRACION: Fijemos un sistema de referencia con origen en el punto
medio de Fy y Fy, de modo que estos puntos tengan coordenadas (£¢,0). Un
punto P de coordenadas (x,y) cumplira la condiciéon del enunciado si y sélo si

Vet +y?+ V(@ - +y” =2
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Pasamos una raiz al miembro derecho y elevamos al cuadrado:
(x+c) +9° =4a* + (x — ) +y* —da/(z — )2 + y2.
Operando, esto equivale a
a\/(ac—c)—2+y2 =a® — zc.

Elevando de nuevo al cuadrado queda:

a*((z = ¢)* +y°) = (a® — wc)’

Operando:
(a® — A2 4+ a®y? = a®(a® — &2).
Sustituyendo b? = a? — ¢ queda
22 )
PRI

Con esto hemos probado que todos los puntos que cumplen la ecuacién del
enunciado estan en una elipse de centro en el punto medio de F} y F3, con eje
mayor Fj F, y semiejes a, b, luego de distancia focal ¢, por lo que los focos son
precisamente Fy y Fb.

Ahora falta probar que todo punto de la elipse de focos F} y Fb y semieje
mayor a cumple la condicién del enunciado. Llamamos d; y ds las directrices
correspondientes a los focos F} y F5. Dado un punto P en la elipse, sean K3
y K5 los pies de la perpendicular por P a d; y ds (notemos que la recta es la
misma en ambos casos). Entonces

PP, = ek, P, PF,=c¢PKo,

luego

PF1 +PF2 = 6(K1P+PK2) = eK1K2 = 2ed = 2a.

Ademés, toda elipse cumple que 2a > 2¢ = I} Fs. n

Nota Sien la prueba del teorema anterior partimos de una desigualdad < 2a
(resp. > 2a), llegamos a la ecuacion de la elipse con < 1 (resp. > 1), por lo que
concluimos que los puntos interiores (resp. exteriores) de una elipse son los que
cumplen

PF, + PF; < 2a (resp. > 2a).

Tenemos asi una caracterizacion de la elipse en términos de sus focos que
presenta una diferencia destacable con la caracterizacion en términos de un foco
y su directriz: la condicion del teorema anterior tiene sentido incluso si F; = Fy
son un mismo punto F', en cuyo caso la cumplen los puntos cuya distancia a F'
es a, es decir, los puntos de la circunferencia de centro F' y radio a.

En otras palabras, si definimos las elipses en términos de sus focos, podemos
considerar a las circunferencias como las elipses en las que los dos focos son
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iguales, con lo que ¢ = 0y a = b es el radio de la circunferencia. La ecuaciéon
del teorema 7.15 se particulariza a 22 + y?> = a? en este caso y la féormula
e = ¢/a sigue siendo valida si convenimos en considerar que las circunferencias
son elipses de excentricidad e = 0.

Notemos, no obstante, que en una circunferencia no tiene sentido hablar
de directrices, ni tampoco podemos distinguir un eje mayor y un eje menor,
sino que todas las rectas que pasan por su centro son ejes de simetria, sin que
ninguno destaque por nada en particular.

Parametrizacion de una elipse La ecuaciéon de la elipse puede escribirse en
la forma (x/a)?+ (y/b)? = 1, y esto muestra que cuando un punto (z,y) recorre
una elipse, el punto (z',y’) = (x/a, y/b) satisface la ecuacion z'? +y'? = 1, luego
recorre la circunferencia de centro (0,0) y radio 1.

Ahora bien, todo punto de la circunferencia unitaria puede expresarse en la
forma (x/a,y/b) = (cos a, sen ), luego los puntos de la elipse son de la forma

(z,y) = (acosa, bsena), aeR,

de modo que, cuando « recorre los nimeros reales, el punto (z,y) recorre la
elipse y da una vuelta completa cada vez que « avanza 27 radianes. [

Ecuacion de las rectas tangentes Vamos a ver que la ecuacion de la recta
tangente a una elipse por un punto (zg,yo) es

ToT Yoy _

a? 2

Para ello consideramos otro punto mas de la elipse, digamos (x1,%1), y ob-
servamos que la recta
(2o +2301)33 I (Yo + 1)y _ o1 Yoyr

a b? a? b?

pasa por ambos puntos.

Si tomamos una sucesién de puntos (x1,y;) sobre la elipse que tienda a
(z0,y0), los coeficientes de la ecuacion anterior tienden a los de la ecuacion
indicada, luego se trata de la ecuacion de la tangente.’ m

1 Mas precisamente, los coeficientes de la ecuacién de una recta uxz+vy = 1 se corresponden
con los puntos (1/«,0) y (0,1/v) donde la recta corta a los ejes. En la nota tras la definicion 7.7
hemos visto que si G es el punto donde la tangente en P corta a la directriz, cuanto mas
préximo a P esté un punto P/, el punto G’ en el que la secante PP’ corta a la directriz estara
maés préoximo a G, y es facil deducir de aqui que los puntos donde la secante PP’ corta a los ejes
estaran méas proximos a los puntos de corte de la tangente, lo que significa que los coeficientes
de la ecuacion de la secante (expresada en la forma con término independiente 1) convergen a
los coeficientes de la ecuacion de la tangente, y hemos probado que, concretamente, convergen
a los de la ecuacion indicada.
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La circunferencia principal La ecuacién de la elipse nos permite justificar
que toda elipse que no sea una circunferencia es una “circunferencia achatada”,
lo que a su vez nos permite generalizar a elipses arbitrarias propiedades que
conocemos para las circunferencias.

Para ello definimos la circunferencia principal de una elipse como la circun-
ferencia que tiene su mismo centro y radio a (el semieje mayor).

Asi, respecto a un sistema de referencia canénico, las ecuaciones de una
elipse y de su circunferencia principal son:

3;‘/2 _|_y/2 — a2.

La relacion entre ambas es muy simple: un punt (', y
rencia principal si y solo si el punto (x,y) = («/, (b/a
reciprocamente, (x,y) estd en la elipse si y solo si (2’
la circunferencia principal.

') esta en la circunfe-
)y ) esta en la elipse v,
,¥') = (x, (a/b)y) esta en

Asi pues, la transformacion f : R2 — R? que a cada punto de coordenadas
(«',y') le hace corresponder el punto de coordenadas

o= 0o =e (3

transforma la circunferencia principal en la elipse. Mas atn, es claro que trans-
forma los puntos interiores (resp. exteriores) de la circunferencia en los puntos
interiores (resp. exteriores) de la elipse. Esta transformacion es una aplicacion
lineal que deja fija la coordenada horizontal de cada punto y reduce la coorde-
nada vertical, luego su efecto es que “aplasta” un poco la circunferencia. En la
practica es muy facil de calcular, como ilustra la figura siguiente:

Q

Dado un punto @ en la circunferencia principal, calculamos el punto C donde
OQ corta a la circunferencia de centro O y radio b. La imagen de Q en la elipse
es el punto P donde se cortan la perpendicular al eje mayor por ) con la
perpendicular al eje menor por C.
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En efecto, basta observar que
PQo
QQo a

por lo que P es el punto que resulta “achatar” la coordenada vertical de @ con
el factor b/a.

De este modo, si conocemos el centro O y los semiejes a, b de una elipse,
podemos calcular cuantos puntos queramos de ella: para cada punto ) que
senalemos arbitrariamente en su circunferencia principal, podemos obtener un
punto P de la elipse.

Como anticipabamos, la relacién entre una elipse y su circunferencia prin-
cipal nos permite generalizar a elipses algunos hechos que conocemos para cir-
cunferencias. Para ello conviene observar algunos hechos generales validos para
aplicaciones lineales cualesquiera f : R2 — R? que sean biyectivas, como es el
caso de la que relaciona una elipse con su circunferencia principal.

1. f transforma puntos colineales en puntos colineales.

Pues si tres puntos P, Q), R estan alineados, en el orden adecuado cumplen
Q = (1 = \)P + AR, para cierto 0 < A < 1, y como f es lineal, también
f(Q) = (1=Nf(P)+Af(R), lo que significa que f(P), f(Q), f(R) también

estan alineados. Como consecuencia:
2. f transforma rectas en rectas.
3. f transforma rectas paralelas en rectas paralelas.

4. f transforma el punto medio de un segmento en el punto medio de la
magen.

En realidad lo hemos probado en 1., pues si @ es el punto medio de PR,
entonces @ = (1/2)P+(1/2)R, y al aplicar f obtenemos la misma relacion
entre las imagenes.

5. f transforma cada semiplano determinado por una recta v en uno de los
semiplanos determinados por la imagen de r.

Dos puntos A y B que no estén en r estan en el mismo semiplano respecto
de r si y s6lo si AB no corta a r, lo cual, por la linealidad de f, equivale
a que f(A)f(B) no corte a f(r), es decir, a que f(A) y f(B) estén en el
mismo semiplano respecto de f(r), luego f transforma cada uno de los
semiplanos de r en uno de los semiplanos de f(r).

Como consecuencia;:

1. La intersecciéon entre una recta y una elipse puede ser vacia (y entonces
se dice que la recta es exterior a la elipse), puede constar de un punto (y
entonces se dice que la recta es tangente a la elipse) o puede constar de
dos puntos (y entonces se dice que la recta es secante a la elipse).
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2. Por cada punto de una elipse pasa una tnica recta tangente, y la elipse
esta contenida en el semiplano respecto de la tangente en el que esté el
centro.

3. Por cada punto exterior de una elipse pasan dos rectas tangentes y por
cada punto interior no pasa ninguna.

En efecto, dada una recta r, consideramos la antiimagen f~1(r), que es una
recta que puede cortar a la circunferencia principal de la elipse en 0, 1 0 2 puntos,
y entonces r cortara a la elipse en las imagenes de dichos puntos. Igualmente
se prueban los puntos restantes.

En particular, una recta r es tangente a una elipse si y solo si f~1(r) es
tangente a su circunferencia principal. Esto nos da un procedimiento sencillo
para calcular tangentes a elipses:

=

Dado un punto P en la elipse, lo elevamos hasta su imagen @ en la circun-
ferencia auxiliar, trazamos la tangente a ésta por ( y consideramos el punto D
donde corta a la prolongacion del eje mayor. La tangente a la elipse es la ima-
gen de esta recta, pero como @ se transforma en P y D permanece invariante,
resulta que la tangente es simplemente la linea DP. L]

Diametros conjugados En general, una cuerda en una conica es un seg-
mento que une dos de sus puntos. Un didmetro de una elipse es una cuerda que
pasa por su centro. Dado un didmetro d de una elipse, su elevacion d* a la cir-
cunferencia principal es un didmetro de ésta, y podemos considerar su didmetro
perpendicular d’*. Si lo volvemos a bajar a la elipse obtenemos otro diametro d’
que no tiene por qué ser perpendicular a d, pues el “achatamiento” no conserva
los dngulos. No obstante, hay una propiedad de los didmetros perpendiculares
de una circunferencia que si que se conserva por aplicaciones lineales:

Si d* y d”™* son dos didmetros perpendiculares de la circunferencia principal,
es obvio que d’* pasa por el punto medio de toda cuerda paralela a d*, asi como
que las tangentes a la circunferencia por los extremos de d’* son paralelas a d.
Mas atn d'* es el inico didmetro que cumple esto. Como las aplicaciones lineales
conservan el paralelismo y los puntos medios, podemos afirmar que d’ pasa por
el punto medio de toda cuerda paralela a d, y que las tangentes a la elipse por
los extremos de d’ son paralelas a d, asi como que d’ es el Gnico didmetro que
cumple esto.
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Definicion 7.17 Dos diametros d y d’ de una elipse son conjugados si uno pasa
por los puntos medios de las cuerdas paralelas al otro y las tangentes a la elipse
en los extremos de uno son paralelas al otro.

Hemos probado que cada didmetro d de una elipse tiene un tnico didmetro
conjugado d’, de modo que d es a su vez el conjugado de d’. De hecho, d
y d’ son conjugados si y so6lo si sus elevaciones a la circunferencia principal son
ortogonales.

La figura siguiente muestra como calcular el didmetro conjugado d' de un
diametro d. Tomamos uno de sus extremos, P, lo elevamos al punto P’ en
la circunferencia principal, calculamos el diametro OQ’ perpendicular a OQ,
bajamos ' a un punto P’ en la elipse y d = OP’ es el diAmetro conjugado.
Como ilustracién la figura muestra también una cuerda RS paralela a d, y se
observa que d’' pasa por su punto medio:

Calculo de los elementos de una elipse Esto nos proporciona un método
para encontrar el centro y los ejes de una elipse:

Basta trazar dos pares de cuerdas paralelas y unir sus puntos medios. Las
rectas tienen que pasar por el centro, por lo que éste es su interseccion. Una vez
tenemos el centro, trazamos cualquier circunferencia de centro O que corte a la
elipse en cuatro puntos, y éstos forman los vértices de un rectangulo con lados
paralelos a los ejes. Una vez tenemos los ejes es facil calcular los focos. Basta
trazar la circunferencia de centro en un vértice del semieje menor y radio igual
al semieje mayor. Los focos son los puntos de corte con el semieje mayor:
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Asi pues, una elipse no puede definirse més que por un tnico par de focos.

A partir de los focos es facil calcular las dos directrices, que, por consiguiente,
también son tnicas.

Las circunferencias focales Las circunferencias focales de una elipse son
las circunferencias con centro en sus focos y radio igual al eje mayor. También
existe una correspondencia sencilla entre sus puntos y los puntos de la elipse,
como muestra la figura siguiente:

N

AN
N

Dado cualquier punto @ en una circunferencia focal (por ejemplo la de F}),
la interseccion P entre QF} y la mediatriz de QF5> es un punto de la elipse, pues

F1P+F2P: F1P+P7Q: 2a.

Es claro que cuando @ recorre la circunferencia, los puntos P recorren toda la
elipse, luego tenemos un procedimiento alternativo para construir tantos puntos
de una elipse como queramos. Mas atin, vamos a probar que la mediatriz es la
tangente a la elipse en P. Para ello necesitamos hacer una digresion:

Consideremos una recta r y dos puntos exteriores a ella, P, y P, situados
en un mismo semiplano. Queremos encontrar el punto ) de r que hace que la
distancia Py @ + QP> sea la menor posible.

Para encontrarlo basta calcular el punto simétrico Pj de P respecto de r.
El punto @ es entonces la interseccion con r de Py Pj.
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IRENCN | o 2

En efecto, si X es cualquier otro punto de r, se cumplira que

P1X+XP2:P1X+XP2/<P1P2/:P1Q+QP2

El punto @ se caracteriza por que los dos angulos marcados en la figura
son iguales, pues el de la derecha es igual a su simétrico, que es opuesto por el
vértice al de la izquierda.

Ahora aplicamos esto al caso en que 7 es una recta tangente a una elipse y
los puntos son sus focos:

El punto de tangencia @ hace que F1Q + QF, = 2a y, como los demas
puntos de la tangente son exteriores a la elipse, cumplen F1 X + XFy, > 2a,
luego el punto @ cumple que los dos dngulos senalados en la figura son iguales.
Equivalentemente:

Teorema 7.18 La recta tangente a una elipse por uno de sus puntos Q es la
bisectriz exterior del triangulo F1QF> correspondiente al vértice Q.

Esto se interpreta como que si un rayo de luz procedente de un foco se refleja
en una elipse, el rayo reflejado pasa por el otro foco.

Esto implica que, como habfamos anunciado, en la construcciéon de una elipse
mediante una de sus circunferencias focales que hemos descrito un poco més
arriba, la mediatriz del segmento QF5 es la tangente a la elipse en el punto
calculado P, ya que es la bisectriz del dngulo m

Ahora también es facil calcular las tangentes a una elipse por un punto
exterior:

Problema 7.1 Trazar las tangentes a una elipse por un punto exterior.
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1. Calculamos los puntos de corte X,Y entre la circunferencia de centro el
punto exterior P que pasa por el foco F} y la circunferencia focal de centro
F, (y radio 2a).

2. Las tangentes a la elipse por P son las mediatrices de los segmentos X Fj
y X F5 y los puntos de tangencia estén en X Fs, Y F5.

Ante todo, notemos que las dos circunferencias se cortan necesariamente en
dos puntos, pues la circunferencia de centro P pasa por un punto interior a la
circunferencia focal (el foco Fy) y también por un punto exterior, pues si llama-
mos ) al punto méas alejado de F5 donde la recta PF5 corta a la circunferencia,
se cumple que

@:QT+PFQ =P+ PF, > 2a.
luego @ es exterior a la circunferencia focal.

Sea T; uno de los puntos de tangencia y sea X' la interseccion de Tl—F; con
la circunferencia focal. El tridngulo Xﬁ} es isosceles, luego la tangente, que
por el teorema anterior es la bisectriz del &ngulo en 77, coincide con la mediatriz
del segmento ;. X', pero P est4 la tangente, luego PX’ = PF}, luego X’ esta en
la circunferencia de centro P que pasa por Fi, luego, intercambiando X con Y
si es preciso, tenemos que X' = X. [

Trazado de elipses Hemos visto como, a partir de cualquier punto @ de la
circunferencia principal de una elipse o de una de sus circunferencias focales,
podemos determinar un punto P de la elipse. Esto permite construir cualquier
numero finito de puntos en una elipse que permitan trazarla “a mano” sobre el
papel con resultados aceptables. No obstante, existen diversos métodos para
trazar de forma “exacta” una elipse completa. El mas elemental es el conocido
como “método del jardinero”, porque lo usaban los jardineros para trazar elipses
en la tierra para crear macizos florales elipticos:

Se clavan estacas en los focos de la elipse, se pasa por ellas una cuerda
circular que se tensa con una tercera estaca para formar un tridngulo, y ésta se
mueve manteniendo tensa la cuerda y su posicion vertical. Asi la punta de la
estaca va trazando una elipse en el suelo. Equivalentemente, podemos usar un
hilo, unas chinchetas y un boligrafo para dibujar una elipse sobre el papel:
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7.3 La parabola

Pasamos ahora a estudiar especificamente las propiedades de las parabolas.
Segan la definicion que hemos adoptado, una parabola estéd formada por los
puntos que equidistan de su foco y de su directriz. Hemos visto que tiene un
anico vértice A, que es el punto medio del segmento comprendido entre el foco F'
y el pie X de la perpendicular a la directriz por el foco.

La perpendicular al eje (o paralela a la directriz) por A es tangente a la
parabola, y es evidente que ningin punto situado en el semiplano opuesto al
foco respecto de esta tangente puede estar en la pardbola.

Por el contrario, cada paralela a la directriz situada en el semiplano del foco
respecto a la tangente en A corta a la pardbola exactamente en dos puntos, que
pueden determinarse sin mas que trazar la circunferencia de centro F' y radio
igual a la distancia entre la recta y la directriz:

P
/
X A F Q
\
Pl

De este modo podemos trazar cuantos puntos queramos de una parabola
dada.

La longitud del latus rectum se conoce como pardmetro de la parabola, y
claramente es el doble de la distancia de F' a la directriz, o también p = 4 F A.

Es claro que dos parabolas son iguales si y s6lo si tienen el mismo parametro,
pues en tal caso la distancia del foco a la directriz es la misma para ambas, luego
mediante un movimiento podemos hacer que coincidan las directrices y los focos,
luego también coincidiran las curvas.
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Expresion analitica Llamaremos sistema de referencia candnico de una pa-
rabola a cualquiera que tenga como eje de abscisas el eje de la parabola, origen
en su vértice y respecto al que el foco tenga abscisa positiva. Si la parabola
tiene parametro p, el foco tendra coordenadas (p/4,0) y la directriz seré la
recta x = —p/4.

Teorema 7.19 Respecto de un sistema de referencia candnico, los puntos de la
pardbola de pardmetro p son los que cumplen la ecuacion

2
y* = px.
DEMOSTRACION: La ecuacion que expresa que la distancia al foco coincide
con la distancia a la directriz es:

(x —p/4)? +y? =z +p/4,

y elevando al cuadrado y simplificando queda y? = pz. Por lo tanto, todos los
puntos de la hipérbola cumplen la ecuacion.

Reciprocamente, si un punto (a,b) cumple la ecuacion, entonces a > 0. Si
es a = 0, necesariamente b = 0 y (a,b) es el vértice de la parabola. Si a > 0,
entonces la recta vertical x = a pasa por dos puntos distintos de la parabola
que cumplen la ecuacién, pero sélo hay dos puntos que cumplen la ecuacién con
r = a, a saber, (a,%,/pa), luego uno de ellos tiene que ser el punto de partida.

Tangentes Las tangentes a una parabola cumplen una propiedad anéloga a
la que en 7.18 hemos demostrado para las elipses:

Teorema 7.20 La tangente a una pardbola en un punto P distinto de su eje
biseca el dngulo formado por FP y por la perpendicular a la directriz por P.

DEMOSTRACION: Segun la definicién 7.7, la tangente por P es la recta GP
que corta a la directriz en el punto G tal que GF es perpendicular a F'P.

9

X A\ F

Por lo tanto, los tridngulos GPF' y GKP son rectangulos, tienen un lado
en comun y, por definicién de parabola, PF = PK. Esto implica que son

semejantes, luego KPG = FPG. L]

Esto se interpreta como que si un rayo de luz llega a la parte concava de
una paréabola paralelamente a su eje, el rayo reflejado pasara por el foco. Este
principio geométrico es el fundamento de las antenas parabélicas, cuya forma
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es la de la superficie que resulta de girar una parabola alrededor de su eje. Asi,
las ondas electromagnéticas que llegan a la antena paralelamente a su eje se
concentran en su foco.

Este teorema implica que por un punto exterior a una parabola pasan exac-
tamente dos rectas tangentes:

Problema 7.2 Trazar las tangentes a una pardbola que pasan por un punto

exterior.
\ ! /

YZ\%

Dado un punto exterior Q:

1. Trazamos la circunferencia de centro @) que pasa por el foco F.

Como el punto es exterior, su distancia al foco es mayor que su distancia
a la directriz, luego la circunferencia corta a la directriz en dos puntos Y;
eYs.

2. Las tangentes buscadas son las mediatrices de los segmentos F'Y; y los pun-
tos de tangencia T; son las intersecciones de éstas con las perpendiculares
a la directriz por los puntos Y;.

En efecto, tenemos que T;Y; = T; F, luego T; esté en la parabola y QT; es la
bisectriz del angulo T;T; F', luego 7.20 nos da que es la tangente por 7;. m

Similarmente, una parabola tiene una tnica tangente paralela a una recta
dada que no sea paralela a su eje:

Problema 7.3 Trazar la tangente a una pardbola paralela a una recta dada que

no sea paralela al eje.
F

G T\ \
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1. Trazamos la perpendicular a la recta dada que pasa por el foco.

Como la recta dada no es paralela al eje, la perpendicular no sera paralela
a la directriz, luego la cortara en un punto G.

2. La tangente buscada es la mediatriz de F'G y el punto de tangencia es su
intersecciéon T' con la perpendicular a la directriz por G.

En efecto, tenemos que TF = TG, luego T esté en la parabola y la mediatriz
es la bisectriz del angulo GT'F, luego por 7.20 sabemos que es la tangente a la
parabola por T'. L]

Teorema 7.21 Una pardbola estd toda contenida en mismo semiplano que su
foco respecto de cualquiera de sus tangentes.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo punto R situado en el semiplano
opuesto al foco es exterior. El segmento RF cortara a la tangente en un punto Q.
Sean K y K’ los pies de las perpendiculares a la directriz por P y @, respecti-
vamente. Supongamos en primer lugar que @ es distinto de P.

K P
K'd R

/G‘

X T F

Entonces, por 7.20 sabemos que la tangente QP es la bisectriz de KPF ,
pero, como P esta en la parabola, el triangulo KPF es isosceles, luego QP es la
mediatriz del segmento K F. Esto implica que QF = QK. Si Q = P llegamos
trivialmente a la misma conclusiéon. Entonces

RF = RQ+ QF = RQ+ QK > RK > RK'.

La desigualdad es estricta porque @ no puede estar entre R y K, ya que K
y F estan en semiplanos opuestos respecto a la tangente QP (pues ésta es
la mediatriz del segmento que determinan), luego K y R estédn en el mismo
semiplano, luego el segmento K R no puede cortar a la tangente y, en particular,
no contiene a @. L]

Diametros Un didmetro de una pardbola es una recta paralela a su eje.

Vamos a probar que los didmetros de las parabolas se comportan de forma
similar a los didmetros de las elipses.
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Teorema 7.22 Silas tangentes a una pardbola por dos puntos Ty y T se cortan
en un punto Q, el diagmetro que pasa por Q equidista de los que pasan por Ty y
T5 y biseca a la cuerda T1Ts.

Nl Tl

<

X F
M,
R N, \T2

DEMOSTRACION: Sean M; y M, los pies de las perpendiculares por Q a FT;.
El teorema 7.13 nos da que F'Q) biseca las rectas F'T;, luego QM; = QM;. Por
otro lado, el teorema 7.20 nos da que T1Q biseca FT1 Ny, luego QN, = QM;.
Anéalogamente, QNo = QM>, luego concluimos que QN7 = QN,. Esto prueba
la primera parte del enunciado. Ahora, por el teorema de Tales:
Ly _ThQ _ QM
VT, QR QN
luego ThV = V5. n
Asi pues el diametro que pasa por el punto medio de una cuerda cualquiera

de una parébola pasa por el punto de intersecciéon de las tangentes a la parabola
por los extremos de la cuerda.

b

Con esto podemos probar otro hecho notable:

Teorema 7.23 Cada didmetro de una parabola biseca a todas sus cuerdas pa-
ralelas a la tangente que pasa por el punto donde corta a la pardbola, y contiene
los puntos de corte de las tangentes por los extremos de cada cuerda.
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DEMOSTRACION: Consideramos un didmetro que pase por un punto P de la
parabola, la tangente a ésta por P y una cuerda 7775 paralela a dicha tangente.
Sea @ el punto de corte de las tangentes a la parabola por 77 y T>. Tenemos
que probar que () esta en el diAmetro de partida. Llamamos V' a la interseccion
de este diametro con la cuerda 7175, de modo que hay que probar que @ esta
en PV. Tenemos que

E1G1 . E1T1 o EQTQ - E2G2

QK. QT, QT, QK

Por el teorema anterior sabemos que @ equidista de los didmetros que pasan
por los T;, luego QK1 = QK5 y, por consiguiente, F1G1 = F>Gs.

También por el teorema anterior, pero aplicado al punto F;, donde se cortan
las tangentes por P y T;, concluimos que E; equidista de los didmetros por P
y por Gy, luego PE; = E;G;, luego podemos concluir que los cuatro segmentos
E;G; y E;T; son iguales, luego G1 P = PGy y, por paralelismo, T,V = VT5.

Puesto que @, P,V equidistan de los diametros por T} y T, podemos concluir
que estan alineados, con lo que ciertamente @ esta en el didmetro de partida PV
y V resulta ser el punto medio de la cuerda. "

Incidentalmente, en la prueba del teorema anterior hemos visto que

VT = PG, = 2PFE;,

luego el teorema de Tales nos da que P es el punto medio de QV (y Ey, E; los
puntos medios de Q77 y QT%). Esto nos permite probar lo siguiente:

Teorema 7.24 Toda recta que pasa por un punto interior de una pardbola y
que no es paralela al eje corta a la pardbola en dos puntos.

DEMOSTRACION: Dada una recta r, el problema 7.3 nos dice cémo trazar
una tangente ¢t a la parabola paralela a r. Sea P el punto de tangencia. El
diametro que pasa por P cortard a r en un punto V. Sea () el punto simétrico
de V respecto de P. Uno de los dos puntos, V' o @, tiene que ser interior, pero
no puede ser @), pues entonces la recta r, que esta contenido en un semiplano
respecto de la tangente ¢ (pues es paralela a ella), estaria en el semiplano opuesto
a la parabola, luego no pasarfa por ningin punto interior. Por lo tanto, V es
interior y () es exterior.

Sean T; y 15 los puntos donde las tangentes por @) tocan a la pardbola. El
teorema anterior prueba que la recta T175 pasa por V y es paralela a t, luego
tiene que ser 7, y asi r corta a la parabola en Ty y T5. L]

Maés explicitamente:

Teorema 7.25 Si una recta corta a una pardbola unicamente en un punto P,
entonces es la tangente o bien el didmetro que pasa por P.

DEMOSTRACION: Sea 7 una recta que corte a la parabola inicamente en el
punto P y supongamos que no es el didmetro ni la tangente en P. No puede
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ocurrir que 7 sea perpendicular al eje, pues, la tinica perpendicular al eje que
corta a la parabola en un punto es la tangente. Las demas no cortan en ningtin
punto o cortan en dos. Sea, pues, GG, el punto donde r corta a la directriz. Asi
r=GP.

Sea s la recta simétrica de F'P por F'G. Como GP no es la tangente en P,
por la definiciéon que hemos dado de recta tangente, F'P no es perpendicular a
FG. También podemos suponer que F'P no coincide con F'G, pues, si se diera
el caso, la recta dada G'P pasaria por F, luego el teorema anterior nos daria que
es un didmetro. Por lo tanto, las rectas s y F'P son distintas.

Como s pasa por el punto interior F', corta a la parabola en uno o dos puntos,
digamos P’ y, si acaso P”, ambos distintos de P, pues s no es FP. Méas atn,
FP no contiene ni a P’ ni a P”, luego tenemos triangulos PFP y PFP".

Por construccién, F'G es una de las bisectrices de FPy s = FP' = FP".
Vamos a ver que si no existe P, es decir, si s es el eje de la parabola y P’ es el
vértice, F'P es, concretamente, la bisectriz exterior en F del triangulo PFP.

Para ello consideramos el diametro GP que pasa por P, y observamos que
HF es la bisectriz interior de PFP’. Como P esta en la parabola, el tridngulo
HPFE es isosceles, luego los tres angulos marcados en la figura son iguales:

H 2

Asi pues, si GF' es la bisectriz interior de PFP , necesariamente G = H,
pero entonces r = PG = PH es el diametro que pasa por P, en contra de lo
supuesto.

Si tenemos dos puntos distintos, como P’ y P” tienen que estar en lados
opuestos respecto de F', si F'G es la bisectriz exterior del &ngulo F del triangulo
PFPD , entonces es la bisectriz interior del triangulo PEP" y viceversa. Elegimos
P’ de modo que F'G sea la bisectriz exterior del triangulo PFP.

Asi pues, en cualquier caso, hemos encontrado un punto P’ en la parabola
distinto de P tal que F'G es la bisectriz exterior del tridngulo PFP'. No puede
suceder que PP’ sea paralelo a la directriz, pues entonces el triangulo PFP
seria isosceles y la bisectriz exterior a F serfa paralela al lado PP’, luego no
cortaria a la directriz, pero la corta en G. Sea, pues, G’ el punto donde PP’
corta a la directriz.

Por el teorema 7.4, la recta FG’ es una de las bisectrices de las rectas FP y
FP’, pero como Py P’ estan en la parabola y G’ esta en la directriz, no puede
ser que G’ esté entre P y P’ (pues entonces habria puntos de la parabola en
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los dos semiplanos determinados por la directriz), y esto implica que FG' no

puede ser la bisectriz interior de PFP’, luego tiene que ser la exterior, es decir,
FG' = FG, luego G' = G y asir = PG = PG’ = PP’, luego r pasa por dos
puntos de la parabola, y tenemos una contradiccion. [

En otras palabras, los didmetros son las tinicas rectas que, sin ser tangentes
a una parabola, la cortan inicamente en un punto. En el caso de las elipses no
existen tales rectas excepcionales.

La cuadratura de la parabola Del teorema 7.23 y la observacion posterior
se deduce lo siguiente:

Teorema 7.26 Sean B y C dos puntos de una pardbola, sea A el punto donde
se cortan las tangentes por B y C, sea P el punto de tangencia de la tangente
paralela a BC' y sean D y E los puntos donde ésta corta a las tangentes AB y
AC'. Entonces los cuatro tridngulos que muestra la figura tienen el drea indicada
con respecto al drea del tridngulo ABC:

DEMOSTRACION: Por la observaciéon tras el teorema 7.23 sabemos que P
es el punto medio de DE y que D y E son los puntos medios de AB y AC,
respectivamente.

Por lo tanto, el tridngulo DAE cumple que su base DE es la mitad de la
base BE de BAjC7 y su altura también es la mitad, luego su area es la cuarta
parte.

En cambio, BPC tiene la misma base y la mitad de la altura, luego su area
es la mitad de la de BAC.

Finalmente, los tridngulos DBP y ECP tienen bases y alturas iguales, luego
también areas iguales. Como la suma de sus areas es 1/4 de la de ﬁ, la de
cada uno de ellos tiene que ser 1/8 del area total. "

Arquimedes se baso en este hecho para cuadrar la region parabolica limitada
por una cuerda:
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Teorema 7.27 Sea BC una cuerda en una pardbola y sea A el punto donde

se cortan las tangentes por B y C. Entonces el drea de la region comprendida
entre la pardbola y la cuerda es (2/3)S, donde S es el drea del tridngulo BAC.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta el teorema anterior, el area A de la
figura descrita en el enunciado cumple

1 1
— A 1—-
25< <( 4)5,

pues contiene al tridngulo BPC' y estd contenida en el cuadrilatero BDEC.
Pero podemos aplicar de nuevo el teorema a las cuerdas BP y PC"

Asi obtenemos dos nuevos triangulos contenidos en la pardbola, y otros dos
exteriores a ellos. Las areas de los interiores son

11

~=S
287

mientras que las de los exteriores son

11
13
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Como son dos, al sumar las areas de los interiores y restar las de los exteriores
a las cotas que tenfamos, resulta que

1 1 1 1
Z4 A 1- - —
<2+8>S< << 1 16>S’
y quedaran cuatro tridngulos de area 1/82S montados sobre la pardbola. Repi-
tiendo el proceso, dentro de cada uno de ellos podemos encontrar otro tridngulo

contenido en la pardbola cuya drea sera (1/2)(1/8%)S y otro exterior a ella de
drea (1/4)(1/8%)S. Teniendo en cuenta que son cuatro triangulos, concluimos

que
1 1 1 1 1 1

Una simple induccién nos permite concluir que tras n pasos tenemos un poligono
contenido en la parabola y otro que la contiene de modo que

S 1 "1
2;42._1<A<S<1;4i>,

y entre ambas quedan 2" tridngulos de area S/8". Sumando las series geomé-
tricas concluimos que

2. S 1 1/4 2
=0 <A< S(1- ==
37 " 21-1/4 = < 8 1—1/4) 3%

luego podemos asegurar que A = (3/4)S. n

Calculo del foco y la directriz Si nos encontramos una parabola dibujada
en un papel, pero sin su foco y su directriz, ahora sabemos cémo calcularlos:

Problema 7.4 Trazar el foco y la directriz de una pardbola dada.

>

/

N

1. Trazamos dos cuerdas paralelas cualesquiera, unimos sus puntos medios,
y asi tenemos un didmetro.
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2. Trazamos una perpendicular al didmetro y marcamos los puntos en los
que corta a la parabola. El punto medio estara en el eje.

3. Trazando la paralela al diametro calculado en 1) por el punto obtenido
en 2) obtenemos el eje y el vértice.

4. Trazando la paralela a las cuerdas de 1) por el punto en que el didmetro
que determinan corta a la parabola obtenemos una tangente.

5. La recta simétrica al diametro respecto de la tangente corta el eje en el
foco (por el teorema 7.20).

6. La perpendicular al eje por el punto simétrico del foco respecto del vértice
es la directriz.

Vemos asi que no puede suceder que una misma parabola pueda construirse
a partir de dos pares distintos foco-directriz. m

Trazado de parabolas Hemos visto que es posible calcular los puntos de
una parabola dada (conocidos sus foco y directriz) donde corta a cualquier
recta perpendicular a su eje. Podria pensarse entonces que las parabolas son
esencialmente “constructibles con regla y compas”, en el sentido de que podemos
construir cualquiera de sus puntos que necesitemos en un momento dado. Sin
embargo, esto no es cierto. Tal y como hemos explicado en la introduccion,
Menecmo observo que si podemos trazar una parabola en un papel, entonces
podemos trazar un segmento que guarde una proporcion de /2 respecto a cual-
quier otro segmento dado, es decir, que podemos construir la arista del cubo
que duplica (en volumen) a otro de arista conocida.

Se plantea entonces el problema de como podemos dibujar una parabola en
un papel de forma exacta, no s6lo un namero finito de sus puntos. Un método
consiste en tomar como directriz una ranura en la que se ha fijado una regla, de
modo que sblo puede deslizarse por ella. En el extremo A de la regla se fija una
cuerda de longitud AB, y el otro extremo se fija en el foco F:

A
/




342 Capitulo 7. Conicas

Si tensamos la cuerda con el lapiz en el punto L y empujamos hacia la
izquierda, la punta del 1apiz recorrera un arco de parabola, pues

AL+ LF = AB= AL+ LB,

luego LF = LB.

Por otro lado, puede probarse que todas las “construcciones sélidas”, es decir,
todas las construcciones que se apoyan en el trazado de una o varias conicas,
pueden conseguirse también con regla marcada y compaés. L]

7.4 La hipérbola

Recordemos que una hipérbola es una coénica de excentricidad e > 1. En
la seccién 7.1 hemos probado que si ¢ es la distancia focal, entonces, como en
el caso de las elipses, los vértices estan a una distancia a = ¢/e del centro y la
directriz estd a una distancia d = c¢/e? = a/e.

Podemos construir (y probar la existencia) de puntos de una hipérbola exac-
tamente igual que en el caso de una elipse. Levantamos la distancia AF para for-
mar una recta de pendiente AF/AX = e, de modo que si tomamos un punto Q
sobre el eje, se cumple que QQ’ = eX(Q y un punto P en la recta perpendicular
al eje por @ estara en la hipérbola si y so6lo si esta también en la circunferencia
de centro F y radio QQ':

-

2

| « ;

Sin embargo, asi como en el caso de la elipse la circunferencia cortaba a la
recta cuando @ estaba entre los vértices, ahora vamos a ver que esto sucede
justo en el caso opuesto. Si fijamos un sistema de referencia en el eje de la
coOnica en el que F' tenga coordenada c y la intersecciéon X con la directriz tenga
coordenada d, entonces la perpendicular al eje por el punto ) de coordenada ¢
cortara a la circunferencia de centro F' y radio eX@Q si y solo si

lg —c| <elg—d|
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Para puntos con ¢ > d esto equivale a |q— ea| < eq—a, que a su vez equivale

a—eq<q—ea<eq—a,

o también a ¢ > a 'y ¢ > —a, es decir, a ¢ > a.
Similarmente, para puntos con g < d la condicion equivale a |¢—ea| < a—eq,
que a su vez equivale a

—a+eg<qg—ea<a-—eq,

o también a ¢ < —a y q < a, es decir, a ¢ < —a.

En resumen: las rectas perpendiculares al eje cortan a la hipérbola siempre
que el pie tenga coordenada ¢ < —a 0 ¢ > a, es decir, siempre que el pie no esté
comprendido entre los vértices. La interseccion (que coincide con la interseccion
de una recta con una circunferencia) consta de dos puntos salvo en el caso de las
perpendiculares por cada vértice, que s6lo cortan a la hipérbola en el vértice.

Expresion analitica Llamaremos sistema de referencia candnico de una hi-
pérbola a cualquiera que tenga como eje de abscisas el eje mayor y origen en su
centro.

Teorema 7.28 Respecto de su sistema de referencia candnico, una hipérbola
estd formada por los puntos cuyas coordenadas cumplen la ecuacion:

2 2
a b2

donde b = v/c? — a?.

DEMOSTRACION: El foco tendra coordenadas (+¢,0) y la directriz sera la
recta de ecuacion x = %d (con el mismo signo en ambos casos). Un punto (z,y)
estara en la hipérbola si y s6lo si

(x£c)* +y?

zxd O

Elevando al cuadrado:
22+ £ 2cx +y* = e2(2? + d* + 2dx).

Ahora recordamos que ¢ = e2d, con lo que 2e?d = 2c¢, luego se simplifican los
términos en = y queda

(e —1Dx?—y? = —e2d> = —a® =17,
pues ed = a. Por tltimo, teniendo en cuenta que

b? b2 a’b? a’b? 9
= = = = Qa
e2—1 2/a2—-1 22— a2 b2 ’




344 Capitulo 7. Conicas

llegamos a

(E2 y2

b2/(e?2 —1) S
que es la ecuacién anunciada.

Con esto hemos probado que todos los puntos de la elipse cumplen la ecua-
cién. El reciproco se prueba con el mismo argumento que en el caso de la elipse.
u

Nota Sien la primera parte de la demostracion del teorema anterior partimos
de la relacion con < e (resp. > e) en lugar de = e, llegamos a la ecuacion
del enunciado con > 1 (resp. < 1), por lo que podemos concluir que, respecto
del sistema de referencia canénico, un punto es interior (resp. exterior) a una
hipérbola si y s6lo si cumple
2 2

T Y

> + 72> 1 (resp. < 1).
Notemos que las desigualdades estan invertidas respecto del caso de la elipse.
En particular, el centro de una elipse (de coordenadas (x,y) = (0,0)) es un
punto interior, mientras que en una hipérbola es exterior. L]

Como en el caso de la elipse, ahora podemos afirmar que el eje menor de
una hipérbola es también un eje de simetria, asi como que una hipérbola es
simétrica respecto de su centro. A su vez, la simetria respecto del eje menor
implica que una hipérbola puede definirse mediante dos pares alternativos de
foco y directriz, situados simétricamente respecto de su eje menor.

Mas aun, tenemos la caracterizacion siguiente de las hipérbolas, que puede
tomarse como definicion:

Teorema 7.29 Dados dos puntos distintos F1 y Fs y un numero 2a < FiFb,
el congunto de los puntos P tales que

PFlprQZZ‘:Qa

es una hipérbola con focos Fy y Fy y semieje mayor a. Los puntos de cualquier
hipérbola satisfacen esta ecuacion.

DEMOSTRACION: Fijemos un sistema de referencia con origen en el punto
medio de Fy y Fy, de modo que estos puntos tengan coordenadas (£¢,0). Un
punto P de coordenadas (x,y) cumplira la condiciéon del enunciado si y sélo si

Ve +e)2+y2—/(z—0)? + 32 = 2.
Pasamos una raiz al miembro derecho y elevamos al cuadrado:

(x+c) +9° =4a* + (x — ) +y* +4a/(z — )2 + y2.
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Operando, esto equivale a
ay/(z —c)? +y2 = cx —a*.
Elevando de nuevo al cuadrado queda:

a*((z —¢)* +y?) = (cx — a®)?

Operando:
(02 o a2)x2 o a2y2 _ a2(02 _ a2).
Sustituyendo % = ¢ — a? queda
@ _v_,
a2 b2

Con esto hemos probado que todos los puntos que cumplen la ecuacion del
enunciado estan en una hipérbola de centro en el punto medio de F; y F5, con
eje mayor FjF5 y semiejes a, b, luego de distancia focal ¢, por lo que los focos
son precisamente Fy y Fs.

Ahora falta probar que todo punto de la hipérbola de focos F} y F5 y semieje
mayor a cumple la condicién del enunciado. Llamamos d; y do las directrices
correspondientes a los focos F; y F». Dado un punto P en la hipérbola, sean
K1 y K> los pies de la perpendicular por P a d; y do (notemos que la recta es
la misma en ambos casos). Entonces

PF1:€K1P, PFQZBPKQ,

luego

PF]_ - PF2 == €(K1P - PKQ) = ieKlKg = +2ed = +2a.
Ademas, toda hipérbola cumple que 2a < 2¢ = F1 F5. [

Nota La igualdad del teorema anterior puede expresarse en la forma
IPF1 - PF2| = 2a,

mientras que los puntos interiores (resp. exteriores) cumplen |PFy — PFy| > 2a
(resp. < 2a). En efecto, es claro que el valor de |PF; — PFy| no se altera si
cambiamos P por su simétrico respecto del eje menor de la hipérbola, como
tampoco se altera su condicién de punto interior o exterior. Por lo tanto, si
P cumple |PF; — PFy| > 2a (resp. < 2a), cambiandolo por su simétrico si
es preciso podemos suponer que PF; — PFy > 2a (resp. < 2a), y los mismos
calculos que hemos hecho en la demostracion del teorema nos dan entonces que
las coordenadas de P cumplen la ecuacion de la hipérbola con > 1 (resp. < 1).

Observemos también que la condicién Fy Fy > 2a sélo descarta casos trivia-
les, pues si F1F, < 2a el teorema 1.3 implica que los todos los puntos de la
hipérbola tienen que estar sobre la recta F}F5. Maéas concretamente, se com-
prueba que si F1F5 < 2a entonces la “hipérbola” se reduciria a dos puntos,
mientras que si F} F» = 2a la “hipérbola” seria la recta Fy Fh. [
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Parametrizaciéon de una hipérbola Hemos visto que una elipse se puede
parametrizar mediante las funciones trigonométricas, en el sentido de que sus
puntos son de la forma (acosa,bsenca), de modo que cuando « recorre los
nameros reales estos puntos recorren toda la elipse (dando una vuelta cada vez
que o avanza 2m). Similarmente, si (z,y) es un punto de una hipérbola, entonces
(z/a,y/b) cumple la ecuacion

J)l2 _y/2 -1

y los resultados de la seccion 5.4 de [ITAn] implican que toda solucion de esta
ecuacion se expresa de forma tnica como (2',y’) = (& cosha,senh ), luego
cada punto de la hipérbola se expresa de forma tnica (respecto de un sistema
de referencia canénico) como

(£acosh ar, bsenh ).

El signo determina la rama en la que se encuentra el punto, pero, una vez fijado,
vemos que los puntos de una rama se corresponden biunivocamente con los
nimeros reales, de modo que cuando « recorre los nimeros reales, los puntos
correspondientes recorren de forma continua una rama de la hipérbola. Esto
expresa que las hipérbolas constan tnicamente de dos “trazos” sobre el papel.
También queda claro ahora por qué el seno y el coseno hiperboélico reciben dicho
nombre: porque permiten parametrizar cualquier hipérbola. [

Trazado de hipérbolas Veamos un método para trazar arcos de hipérbola
de forma exacta:

Basta fijar un extremo de una barra rigida a un punto Fj alrededor del cual
pueda girar libremente. En el otro extremo fijamos una cuerda de longitud
menor que la barra, y el otro extremo de la cuerda lo fijamos a otro punto F5.

Fy

Al tensar la cuerda con el lapiz contra la barra y moverlo, éste describira un
arco de la hipérbola de focos F y F5, pues la diferencia LF; — LF5 sera siempre
igual a la diferencia entre la longitud de la barra y la longitud de la cuerda.

u
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Tangentes y asintotas FExactamente el mismo argumento que hemos em-
pleado para la elipse prueba que la ecuaciéon de la tangente a una hipérbola por
un punto (zg,yo) es
ToZ Yoy 1
W
Ahora probamos el analogo para hipérbolas del teorema 7.18, que se inter-
preta como que si un rayo de luz que se dirige hacia un foco de una hipérbola
desde el lado céoncavo de una rama se ve reflejado en ésta, el rayo reflejado se

dirige al otro foco:

Teorema 7.30 La tangente a una hipérbola por un punto P es la bisectriz del
dngulo Fy PF5.

DEMOSTRACION: Si la tangente es perpendicular al eje, necesariamente P
es un vértice (pues la tangente queda invariante por la simetria respecto del
eje, luego P también, luego esta en el eje), y la conclusion es trivial. En caso
contrario, sea F el punto donde la perpendicular a la tangente por P corta al
eje.

F'1/ / \Ez {

El teorema 7.14 aplicado a los dos focos nos da que

FE BE
_ = e = =)
F P FyP
luego
PE P
FRE FP

El teorema 4.3 (y la nota posterior) nos da que la normal a la hipérbola en P

es una bisectriz (interior o exterior) en P del tridngulo Fﬁg, luego lo mismo
vale para la tangente. Ahora bien, por el teorema 7.9 nos asegura que el punto
de corte de la tangente con el eje tiene que ser exterior, luego tiene que estar
entre los vértices y, en particular, entre los focos, luego la tangente tiene que ser
la bisectriz interior del triangulo Fﬁg. n

Con esto estamos en condiciones de estudiar la existencia de tangentes a una
hipérbola por puntos exteriores. Por definicién, por cada punto de una conica
pasa una Unica tangente, y 7.9 prueba que por los puntos interiores no pasa
ninguna. Para el caso de la elipse y la parabola hemos visto que por los puntos
exteriores pasan dos tangentes. Sin embargo, en el caso de las hipérbolas no es
exactamente asi.
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Para analizar la situacién vamos a imitar la construccién que usamos para
la elipse en el problema 7.1. Dado un punto exterior P, consideramos la cir-
cunferencia de centro P que pasa por F} y la circunferencia focal de centro Fj
de radio 2a. Podemos asegurar que son secantes, pues la circunferencia de cen-
tro P pasa por un punto exterior a la circunferencia focal (el foco F}) y también
por un punto interior, pues basta considerar el punto D situado en ella y en la
semirrecta PFy. Como PD = PF}, tenemos que F3D = |PF; — PF| < 2a,
luego D es interior a la circunferencia focal. Asi pues, las dos circunferencias se
cortan en dos puntos distintos X e Y.

Como Fy, X, Y son tres puntos de una circunferencia, los segmentos F; X y
F1Y no estan alineados y tienen mediatrices distintas, 1 y t3. Como F; y X,
al igual que F} e Y, estan sobre una circunferencia de centro P, concluimos que
t1 y to se cortan en P.

Supongamos ahora que ¢ es una recta tangente a la hipérbola que pasa por
el punto P y sea T el punto de tangencia. Si TF; > TFy, llamamos X' al punto
de interseccion de T'F5 con la circunferencia focal situado en el lado puesto a
T respecto de F, mientras que si TF, < TF, tomamos el punto situado al
mismo lado de T respecto de Fy. Notemos que en este caso TF, > 2a, por lo
que X' esta entre Fy y T. En ambos casos X' y Fy estan en la misma semirrecta,
respecto de T'. Entonces

TX' =TFHh + KX =TF, £2a=TF, £ |TF, —T1 F»| =TF,

pues, por la eleccion de X', el signo es positivo si y solo si TF; > TFs.
Por lo tanto, el tridngulo F,TX’ es isosceles? v la tangente ¢, que por el
teorema 7.30 es la bisectriz de FiTFy, = F1F X', es también la mediatriz del

2Cabe la posibilidad de que Fy, T, X’ estén alineados, en cuyo caso, por definicién de X,
que esta en TFy, también F» estid en la misma recta, luego se trata del eje de la hipérbola,
luego T es un vértice y t es perpendicular al eje, y hemos probado que T' es el punto medio
entre 1 y X’, de donde se sigue que X’ esta en la circunferencia de centro P que pasa por
F1, que es la misma conclusiéon a la que llegamos en el caso contrario.
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segmento F1 X' y, como P esta en ella, resulta que PF; = PX', luego X' es
uno de los puntos de interseccion de la circunferencia focal con la circunferencia
de centro P que pasa por Fj. En suma, cambiando el nombre si es preciso,
tenemos que X’ = X, luego t = ¢; y el punto de tangencia T es la interseccion
de t1 con X F5.

Este razonamiento implica que a lo sumo puede haber dos tangentes a la
hipérbola que pasen por un punto exterior P, las mediatrices de los segmentos
X y FyY. Ahora bien, ;estas mediatrices son siempre tangentes?

Consideremos una de ellas, por ejemplo, t; y supongamos que corta a X Fy
en un punto 77. Vamos a probar que T esta en la hipérbola y que t; es la
tangente por T7.

Si X no esté en el eje® podemos considerar el tridngulo Fﬁb. Tenemos que
1 Fy = 2¢ > 2a = XF, y es claro que la mediatriz de un lado de un triangulo
corta al mayor de los otros dos lados, luego en este caso no corta a X Fy, lo que
significa que T no esta entre X y Fy. Si T1Fy > T Fy, = T1 X, entonces X estéa
entre 77 y F5, por lo que

F1F2 — T]_F]_ = XF2 = 2a.

Sies T1Fy <T1Fy =T1X es que F; esta entre 71 y X, e igualmente

T1F1 — Tng = FQX = 2a.

En ambos casos concluimos que T; estd en la hipérbola. Ademés, t; es la
bisectriz del angulo m = Fﬁl\FQ (pues T1 no esta entre X y Fy). Por 7.30
concluimos que t; es la tangente a la hipérbola por 7. En resumen, hemos
probado lo siguiente:

Si P es un punto exterior a una hipérbola y X, Y son los puntos
de corte entre la circunferencia de centro P que pasa por Fy y la
circunferencia focal de centro Fs y radio 2a, entonces las mediatrices
de los segmentos F1X y F1Y son las unicas posibles tangentes a la
hipérbola que pasan por P, y lo serdn de hecho si y sdlo si cortan,
respectivamente, a las rectas Fo X y FoY . FEn tal caso el punto de
corte es el punto de tangencia.

Y ahora vamos a ver que pueden darse los casos excepcionales en que las
bisectrices sean paralelas a las rectas F» X y F3Y, en uno de los dos casos o en
ambos a la vez. La figura siguiente muestra un caso:

3Si X esta en el eje, lo mismo le ocurre a Ty (porque esta en X F»), y hay que probar que
es uno de los vértices de la hipérbola, y asi se concluye que t1 (la perpendicular al eje por T7)
es la tangente en T7. Sabemos que F; es el punto medio de F1 X y que F» X = 2a. Hay que
distinguir dos casos, segin si X esta entre Fy y F» o bien es F» el que esta entre Fy y X.
Como F1Fy = 2¢ > 2a = F2X, el tercer caso es imposible. Por ejemplo, si F» esta en medio,
entonces F1 X = 2z + 2a, luego F1T1 = c+a < 2c = F1Fa, luego T1Fo =2c—c—a =c—a,
y asi T1 Fy — T1 F> = 2a. Igualmente se razona en el caso opuesto.
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Tenemos un punto P y vemos que con el punto Y no hay problema: la
mediatriz de F1Y corta a F»Y en un punto 75 y, como tiene que ser, ¢y es la
tangente a la hipérbola en T». En cambio, la mediatriz t; de F; X es paralela a
F> X, vy hemos probado que en estas circunstancias no puede ser tangente a la
hipérbola. Vamos a ver qué tiene que suceder para que se de este caso.

En primer lugar observamos que X no puede estar en el eje, porque enton-
ces ty seria perpendicular al eje y X F5 seria el eje, con lo que si que se cortarian
(en un vértice de la hipérbola). Como M es el punto medio de F; X y 1 es pa-
ralela a X Fy, concluimos que O tiene que ser el punto medio de F; F5, es decir,
el centro de la hipérbola. Asi, pues, es necesario que t; pase por el centro. Mas
atn, como X Fy = 2a, el teorema de Tales nos da que MO = a, y el tridngulo
]\ﬁl es rectangulo, con hipotenusa ¢ y un cateto a, luego el otro cateto tiene
que ser c. El triangulo m tiene los angulos iguales y un cateto igual (el que
mide a), luego ambos son iguales y concluimos que la pendiente de ¢ es +b/a,
pues nada impide que M esté sobre el eje y que, consecuentemente, N esté bajo
el eje, y entonces la pendiente de t; es negativa.

Definicion 7.31 Las asintotas de una hipérbola son las rectas que pasan por
su centro O y por los puntos donde la circunferencia de centro O y radio ¢ corta
a las tangentes por los vértices, es decir, las rectas que tienen pendiente +b/a
respecto del eje de la hipérbola.

Respecto de un sistema de referencia canoénico, las asintotas son las rectas
de ecuacién

b
y==x—=x.
a
Esta expresion muestra inmediatamente que no tienen puntos en comin con la

hipérbola, pues un punto (x,y) que cumpla esta ecuacion cumplira

2 2 2 2P .
a2 b2 a2 a2 ’

luego no esta en la hipérbola.
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La figura siguiente muestra las asintotas de una hipérbola.

A la hora de enunciar lo que hemos demostrado sobre existencia de tangen-
tes por puntos exteriores la situacion se simplifica drasticamente si adoptamos
el convenio de considerar que las asintotas son tangentes. Asi lo que hemos
demostrado es que las rectas t; y t3 que podemos asociar a cada punto exterior
de una hipérbola son tangentes o asintotas y, por consiguiente:

Teorema 7.32 Por un punto exterior a una hipérbola pasan exactamente dos
rectas tangentes (ententiendo que una de ellas, o ambas, puede ser una de las
asintotas).

Concretamente, hemos probado que si t; o t2 no es tangente, es que es una
asintota, pero a esto podemos anadir que, para cada punto P situado sobre una
asintota, una de las “candidatas a tangente” t; o t5 es precisamente la asintota
sobre la que esté situado (o las dos, si el punto es O). Asi podemos afirmar que
los puntos que tienen una tnica tangente “verdadera” son los situados sobre una
asintota (salvo O, que no tiene ninguna tangente “verdadera”).

En efecto, en la figura estan senialados los puntos X, Y en los que la circun-
ferencia de centro O y radio ¢ corta a la circunferencia de centro Fy y radio 2a.
Los angulos en X y en Y son rectos, pues abarcan media circunferencia, por
lo que la mediatriz de F1 X es paralela a F5X e, igualmente, la mediatriz de
F1Y es paralela a [LY. Segtn el razonamiento previo a la definiciéon 7.31, esto
implica que por O no pasa ninguna tangente a la hipérbola. Las “candidatas”
t1 y t2 son en este caso las asintotas, y no pueden ser tangentes.

Y si tomamos cualquier punto P en una de las asintotas, por ejemplo la
mediatriz de [, X, resulta que X esta en la circunferencia de centro P que
pasa por FY, luego la interseccion de ésta con la circunferencia focal constara
del mismo punto X y de otro punto Y’, por lo que, de las dos “candidatas” a
tangentes por P, una de ellas sera la propia asintota. Similarmente, al tratar de
calcular las tangentes de los puntos situados sobre la otra asintota (la mediatriz
de F1Y) uno de los puntos de interseccion que obtenemos es el mismo Y junto
con otro X', por lo que una de las “candidatas” sera la asintota correspondiente.
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En resumen, una vez hemos incluido a las asintotas entre las tangentes, el
procedimiento para calcular las tangentes que pasan por un punto exterior de
una hipérbola es el siguiente:

Problema 7.5 Calcular las tangentes (o asintotas) que pasan por un punto
exterior de una hipérbola.

1. Trazamos la circunferencia de centro el punto dado P que pasa por uno
de los focos, digamos F} y la circunferencia de centro el segundo foco F;
y radio 2a. Ambas se cortan en dos puntos X e Y.

2. Las tangentes son las mediatrices de los segmentos F1 X y F1Y, y los
puntos de tangencia son los puntos donde éstas cortan a las rectas Fp X y
FyY | respectivamente. [

También podemos calcular facilmente las tangentes (o asintotas) paralelas a
una recta dada. En efecto, si una recta t es tangente a una hipérbola y el punto
de tangencia es T, consideramos la circunferencia de centro uno de los focos,
por ejemplo F5, y radio 2a. Si T estd mas cerca de F; consideramos el punto X
donde la recta T'F5 corta a la circunferencia que esta entre 77 y Fy, mientras que
si T esta més cerca de I, consideramos el punto X opuesto a T respecto de Fs.
Esta eleccion garantiza que TX = TF;, asi como que PTﬁg = F/lﬁ( . Como t
es la bisectriz de este angulo, también es la mediatriz de F1 X, luego X esta en
la interseccion de la perpendicular a ¢ (o a cualquiera de sus paralelas) por Fy y
la circunferencia focal. Ademas, el punto de tangencia T es la interseccion de ¢
con la recta X Fs.

Reciprocamente, un razonamiento analogo al que hemos empleado para cal-
cular las tangentes por un punto exterior muestra que si X e Y son los puntos
donde la perpendicular por F; a una recta dada corta a la circunferencia focal
y las mediatrices t; y t3 de F3 X y F1Y cortan a Fo X yv FoY en Ty y 15, res-
pectivamente, entonces t1 y to son tangentes a la hipérbola paralelas a la recta
dada y T7, T son los puntos de tangencia.

Asi pues, para que existan tangentes a una hipérbola paralelas a una recta
dada es necesario y suficiente que la perpendicular a ésta por un foco corte a
la circunferencia focal centrada en el segundo foco. Es claro que esto sucede
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si y solo si la recta dada (que podemos suponer que pasa por O) se encuentra
en el angulo delimitado por las perpendiculares de las tangentes por Fj a la
circunferencia focal de F5, pero las perpendiculares a dichas tangentes no son
sino las asintotas.

En efecto, si X es el punto de tangencia de una de las tangentes a la cir-
cunferencia focal por Fj, el tridngulo Fﬁ‘g es rectangulo con hipotenusa 2c¢
y un cateto 2a, luego el otro cateto es 2b. De aqui se sigue facilmente que las
perpendiculares a F; X tienen pendiente +b/a, luego las que pasan por O son las
asintotas. En resumen: para cada recta que pasa por O comprendida entre las
asintotas (en la zona sombreada de la figura) hay dos tangentes a la hipérbola
paralelas a ella. Asi pues:

Problema 7.6 Calcular las tangentes (o asintotas) paralelas a una recta dada.

1. Trazamos la perpendicular por uno de los focos Fj a la recta dada y la
circunferencia de centro el segundo foco F5 y radio 2a. Si no se cortan en
dos puntos X e Y no existen tangentes.

2. Las tangentes son las mediatrices de los segmentos F1 X y F1Y, y los
puntos de tangencia son los puntos donde éstas cortan a las rectas Fo X y
LY, respectivamente. =

La situacion general es la siguiente:

Teorema 7.33 Dada una hipérbola, de entre las rectas paralelas a una recta
dada de pendiente m (respecto del eje):

1. Si |m| < b/a, todas ellas cortan a la hipérbola en dos puntos.

2. Si|m| =b/a, la que pasa por el centro O es una asintota y no corta a la
hipérbola, mientras que las demds cortan a la hipérbola en un inico punto,
pero no son tangentes.

3. Si |m| > b/a (incluyendo el caso de las rectas verticales, de pendiente
infinita) entonces dos rectas son tangentes, las situadas entre ellas no
cortan a la hipérbola, y las restantes la cortan en dos puntos.
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DEMOSTRACION: Como una demostracion sintética que distinguiera todos
los casos seria farragosa, vamos a dar una prueba analitica que ilustre las ven-
tajas de este enfoque:

Fijado un sistema de referencia canénico, los puntos de la hipérbola son los
que cumplen la ecuacion
22 g2 )
a? b2 ’
y los puntos de una recta de pendiente m (que no sea vertical) satisfacen una
ecuacion de la forma

y=mx+n.

Al variar n obtenemos todo un haz de rectas paralelas. Un punto que esté en
la recta y en la hipérbola cumplird ambas ecuaciones, luego su coordenada x
cumpliré la ecuacion

2?2 (mx+4n)? 1

a? b2 o

Al desarrollar queda:
(a*m? — b*)a? + 2a*mnax + a*(n? +b*) = 0.
Si |m| = b/a, el coeficiente de 2 se anula y queda una ecuaciéon de primer grado:
2mnx + (n? + b?) = 0.

Sin =0, es decir, si la recta es la asintota y = (+b/a)z, la ecuacion se reduce
a b2 = 0, que no tiene solucién, lo que se corresponde con el hecho de que las
asintotas no cortan a la hipérbola. En cambio, si n # 0, hay un tnico valor
para x que cumple la ecuaciéon, que, con el correspondiente valor de y obtenido
de la ecuacion de la recta, nos da un tnico punto de corte entre la recta y la
hipérbola. Asi pues, cada paralela a una asintota corta a la hipérbola en un
punto. Sin embargo, la recta no es tangente.

Para comprobarlo basta sustituir la ecuacion y = (+b/a)x +n en la ecuacion
de la hipérbola, lo que nos da

?  (x(b/a)z+n)®  2n n?

27w @ity

que tomara valores menores o mayores que 1 segtn el valor de x, lo que significa
que la recta contiene tanto puntos interiores como exteriores de la hipérbola,
mientras que las tangentes solo tienen puntos exteriores (teorema 7.9).

Si |m| # b/a tenemos una ecuaciéon de segundo grado cuyo discriminante es
A = 4a*m*n® + (b% — a®*m)a®(n® + b?),
luego

A
4a2b?

=02 +n%—a’m?.
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Si |m| < b/a, es decir, si m?a? < b2, se cumple A > 0 para todo n, luego la
recta corta en dos puntos a la hipérbola. Si |m| > b/a, es decir, si m?a? > b?,
entonces A

1 — ’/l2 _ ( 2a2 _ b2)

es negativo si n?2 < m?a? — b2, luego hay un intervalo de valores de n en el
que la recta no corta a la hipérbola. En el intervalo opuesto el discriminante es
positivo y hay dos puntos de corte, mientras que si n? = m?a? — b? entonces
la recta corta a la parabola tinicamente en un punto, y tiene que ser tangente,
pues hemos visto que, para cada pendiente |m| > b/a, tiene que haber dos rectas
tangentes a la hipérbola con dicha pendiente. El caso de las rectas verticales,
de ecuaciéon z = n, no ofrece ninguna dificultad. m

2

Asi pues, al igual que los didmetros de una parabola son “falsas tangentes”,
que cortan a la conica en un dnico punto, pero no “tocandola”, sino “atrave-
sandola”, es decir, pasando del exterior al interior o viceversa, en el caso de las
parabolas las “falsas tangentes” son las rectas paralelas a las asintotas.

Ademas, la demostracion precedente nos da una distincion algebraica entre
las rectas que tocan a una cénica y las que la cortan en un solo punto. En
el primer caso, la ausencia de un segundo punto se debe a que al resolver el
sistema de ecuaciones formado por la recta y la conica llegamos a una ecuaciéon
de segundo grado con una raiz doble, mientras que en el segundo caso la falta de
un segundo punto se debe a que se anula el término de segundo grado y llegamos
a una ecuacién de primer grado. El lector puede comprobar que lo mismo sucede
en el caso de las parabolas, y esto conduce a una nocién algebraica de “tangente”
mucho més general, pero no vamos a entrar en ello aqui.

Una consecuencia notable del teorema anterior es que cualquier recta paralela
a una asintota, por muy proxima que se encuentre a ella, corta a la hipérbola
en un punto P y, concretamente, es claro que toda una “punta” de una de sus
ramas, a partir de P, queda comprendida entre la asintota y su paralela. Esto
significa que las ramas de la hipérbola “se pegan” a las asintotas, en el sentido
de que los puntos de la hipérbola estdn més cerca de las asintotas cuanto més
se alejan del centro:

Otro hecho que ahora es evidente es que cada asintota deja a una rama
de la hipérbola en un semiplano distinto, de donde se sigue que lo mismo vale
para cualquier tangente, que puede obtenerse aumentando la inclinaciéon de una
asintota (con lo que sigue dejando una rama en cada semiplano) y luego trasla-
déndola paralelamente a s{ misma hasta tocar la curva.
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Para terminar con las propiedades basicas de las asintotas, dejamos al lector
la comprobacion de los hechos que muestra la figura siguiente:

L

I B

Las asintotas cortan a la circunferencia de centro O y radio a en los mismos
puntos que las directrices, y las tangentes a la circunferencia por dichos puntos
pasan por los focos.

Diametros conjugados Considerando el sistema de referencia en el que una
hipérbola viene dada por la ecuacién canodnica, es evidente que el punto medio
de una cuerda vertical esta sobre el eje mayor. En particular, todos los puntos
medios de las cuerdas verticales estan alineados. No es evidente que lo mismo
vale para cualquier familia de cuerdas paralelas:

Teorema 7.34 La recta que pasa por los puntos medios de dos cuerdas paralelas
de una hipérbola pasa también por su centro.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que, obviamente, esto es cierto para cuer-
das verticales. Consideremos ahora un haz de rectas paralelas no verticales, que
cumpliran ecuaciones de la forma y = mz + n, donde la pendiente m es fija. Al
variar n recorremos las distintas rectas del haz. Si una de estas rectas corta a
la hipérbola de ecuacién

22 g2 1
a2 b

entonces la coordenada = de los puntos de la intersecciéon cumplira:

)

> (mx+n)?
2 @ =t

Operando:

(b? — a*m?)2? — 2a®mnz — a®n?* — a*b* = 0.
Si m = 4b/a tenemos una ecuaciéon de primer grado que tendra a lo sumo
una solucién, luego la recta no determina una cuerda en la hipérbola. En caso
contrario tenemos una ecuaciéon de segundo grado que tendra a lo sumo dos
soluciones, digamos x1, zs (tal vez iguales). Equivalentemente:
9 2a’mn a’n? + a®b?
T —a2m2t T i —atm2

=0.
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Ahora bien, desarrollando (z —x1)(x —x2) y comparando los coeficientes, vemos
que

2a%mn
L1+ 22 = b2 — a2m2
O también:
xr1 + o a’m
= n.
2 b2 — a?m?

Los extremos de la cuerda (z1,y1), (22,y2) cumpliran

y1+y2  mrit+nt+mratn a’m? _ b2
2 B 2 _b27a2m2n+n_b27a2m2n’

luego el punto medio de la cuerda es

Y a’m b?
n b2—a2m2n’b2—a2m2n :

Cuando varia n, estos puntos recorren una recta que pasa por (0,0), es decir,
por el centro de la hipérbola. Notemos que su pendiente es m’ = b%/(a?m).
|

Definicion 7.35 Dos diametros de una hipérbola son conjugados si uno pasa
por los puntos medios de las cuerdas paralelas al otro.

Claramente los ejes de la hipérbola son didmetros mutuamente conjugados
y acabamos de probar que el didmetro conjugado de un didmetro de pendiente
m es el didmetro de pendiente b?/(a?>m), de donde se sigue que el didmetro
conjugado de éste es el inicial. Asi pues, un didmetro es conjugado de otro si y
solo si el otro lo es del uno.

En particular, si una hipérbola es equildtera, es decir, si a = b = 1, entonces
el didmetro conjugado de y = ma es y = (1/m)x, pero ésta es la ecuacion de la
recta simétrica respecto de la recta y = = (o respecto de y = —x), pero dichas
rectas son claramente las asintotas. Asi pues:

En una hipérbola equildtera, dos didmetros son conjugados si y sélo
si son simétricos respecto de las asintotas.

El teorema siguiente afirma que el didmetro conjugado a un didmetro que
corte a la hipérbola es simplemente el paralelo a la tangente por el punto de
corte:

Teorema 7.36 Si un didmetro corta a la hipérbola en un punto, la tangente
por dicho punto es paralela al didmetro conjugado.

DEMOSTRACION: Si el diametro tiene ecuacion y = mx y corta a la hipérbola
en (xg, mxp), la tangente por dicho punto tiene ecuacion

Toxr ~ MIY 1
- b)

a? b2
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v la recta paralela que pasa por el centro es

ol mxoy

a? 2 0
0, equivalentemente,
b2
= 71‘,
Y= a2m
que es la ecuacion del didmetro conjugado del didmetro dado. n

Es frecuente llamar didmetros de una hipérbola tnicamente a las cuerdas
que pasan por su centro, excluyendo las rectas que no cortan a la hipérbola. En
este sentido estricto, la recta conjugada de un didmetro no es un diametro, pero
podemos llamarla igualmente “didmetro conjugado” porque es un didmetro de
la llamada “hipérbola conjugada’

Definicion 7.37 Llamaremos hipérbola conjugada de una hipérbola dada a la
que tiene por semieje mayor el semieje menor de la dada, con el mismo centro
y la misma distancia focal, pero con los semiejes a y b intercambiados.

Fy

F'q

Notemos que si la excentricidad de la hipérbola dada es e = ¢/a, la de la
hipérbola conjugada es ¢/ = ¢/b, luego en general las conicas conjugadas no son
semejantes. Respecto de un sistema de referencia canénico para la hipérbola
dada, la ecuacién de la hipérbola conjugada es

(en la ecuacion hay que intercambiar a y b, pero también hay que intercambiar
x ey, para que el eje mayor de la nueva hipérbola sea el eje menor de la dada).

Es facil ver que dos hipérbolas conjugadas tienen las mismas asintotas. Note-
mos que la hipérbola conjugada de la hipérbola conjugada es la propia hipérbola
de partida. Si trataramos de definir un concepto anélogo de “elipse conjugada”
obtendriamos que la elipse conjugada de una elipse dada es ella misma.
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Dado un didmetro de una hipérbola, las tangentes por sus extremos son dos
rectas paralelas a la recta conjugada. El teorema 7.33 implica que la paralela a
dichas tangentes por el centro O no corta a la hipérbola, pero si a la hipérbola
conjugada, luego la recta conjugada es ciertamente un diametro de la hipérbola
conjugada.

Problema 7.7 Calcular los ejes de una hipérbola.

A 0 Az\

Basta trazar dos pares de cuerdas paralelas, de modo que las rectas que unen
sus puntos medios se cortan en el centro O de la hipérbola. Una vez conocido
O, trazamos una circunferencia de centro O que corte a la hipérbola en cuatro
puntos. Estos forman un rectangulo y los ejes de la hipérbola son las mediatrices
de sus lados. [

Una vez tenemos los ejes, tenemos los vértices y un ingenioso argumento nos
da los focos:

Problema 7.8 Calcular los focos de una hipérbola.

R

1. Trazamos el punto P sobre el eje mayor tal que OP = 2a.

2. Calculamos uno de los puntos @ donde la perpendicular al eje mayor por P
corta a la hipérbola.
Sustituyendo x = 2a en la ecuacion de la hipérbola obtenemos y = +v/30,
luego PQ = v/3b.

3. Construimos un triangulo equilatero sobre PQ.
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4. Trazamos el punto R donde la altura por @ del triangulo corta al eje
mayor.

Entonces PR = b.

5. Trazamos la perpendicular al eje mayor por el vértice Az y sobre ella
marcamos el punto S tal que A,S = PR =b.

Entonces OS = c.

6. Abatimos OS sobre el eje mayor y asi obtenemos los focos F| y 5. m

La hipérbola canénica Varias propiedades de las elipses las hemos demos-
trado a partir del hecho de que toda elipse se obtiene a partir de su circunferencia
principal mediante una aplicacion lineal. Con las hipérbolas podemos hacer algo
parecido. Consideremos una hipérbola arbitraria, que respecto del sistema de
referencia adecuado tendra ecuacion

2 2
v
a b2

Si en esta ecuacion hacemos el cambio de variables

au + av _ —bu+bv
2 b y_ 2 b

obtenemos la ecuaciéon uv = 1.

Esto se interpreta como que la aplicacion lineal dada por

au +av —bu + bv
flu) = (S5 2

transforma la curva de ecuacion uv = 1 en la hipérbola de ecuacion

372_y2_1
el

Ahora bien, la curva de ecuacion uv = 1 es también una hipérbola:
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En efecto, el giro

() V2 V2 V2 N V2
u,v)=| —z— —vy, —x + —
s B) B Y, 5 2 Yy
transforma la ecuacion uv = 1 en

.172 y2

=2 T 2
V2T V2
lo que prueba que uv = 1 es la ecuaciéon de una hipérbola equilatera con semiejes
a=0b=+/2y, por consiguiente, ¢ = 2.

)

Es obvio que uv = 1 es simétrica respecto de las rectas u = 4w, luego estas
rectas son sus ejes. El eje mayor es u = v, pues corta a la hipérbola en los
vértices (+1,£1), y las asintotas tienen que tener pendiente b/a = 1 respecto
de los ejes de la hipérbola, luego son los ejes coordenados u =0y v = 0.

La figura anterior muestra también la hipérbola conjugada de uv = 1, que
es facil ver que es uv = —1.

Notemos que si aplicamos el cambio de variables a las ecuaciones de las
asintotas

b
Yy = :l:fxv
a

obtenemos —u +v = £ (u+v), que equivale a © = 0 o bien v = 0. Esto significa
que la aplicaciéon lineal f transforma los ejes de coordenadas en las asintotas,
es decir, transforma las asintotas de uv = 1 en las asintotas de la hipérbola de
partida. Similarmente se comprueba que transforma los ejes de una hipérbola
en los de la otra.

A su vez, esto implica que f transforma la recta tangente en un punto en la
recta tangente en la imagen del punto. En efecto, recordando las propiedades
de las aplicaciones lineales (biyectivas) que enumeramos en la pagina 325, basta
tener en cuenta que la tangente a una hipérbola por un punto se caracteriza
como la tinica recta que corta a la hipérbola sé6lo en dicho punto y que no es
paralela a una asintota. Como las aplicaciones lineales conservan la incidencia,
el paralelismo y también hemos visto que f transforma las asintotas en las
asintotas, concluimos que también transforma tangentes en tangentes.

Similarmente, f transforma cada par de didmetros conjugados de uv = 1 en
un par de didmetros conjugados de la hipérbola dada. En efecto, basta tener en
cuenta la definicién: dos didmetros son conjugados si uno pasa por los puntos
medios de las cuerdas paralelas al otro, y estas propiedades se conservan por
aplicaciones lineales.

La aplicacion f permite reducir la prueba de muchos resultados al caso de
la hipérbola uv = 1. Veamos algunos ejemplos:

Teorema 7.38 Si R y S son puntos situados uno en cada asintota de una
hipérbola (distintos de su centroLel didmetro conjugado al didmetro paralelo a
RS pasa por el punto medio de RS.
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DEMOSTRACION: Basta probarlo para el caso de la hipérbola de ecuaciéon
uv = 1, pues usando la aplicacion lineal f podemos concluir que si ésta cumple
el teorema lo mismo vale para la hipérbola dada. En este caso basta tener en
cuenta que dos didmetros son conjugados si y sélo si son simétricos respecto de

los ejes: R

) S

Si M es el punto medio de RS, entonces @: 2X M, luego el simétrico M’
respecto de la asintota OR cumple M’'M = OS, luego OM’ es paralela a RS,
luego es el didmetro paralelo a RS 'y OM es el diametro conjugado. "

Teorema 7.39 Sea P un punto en una hipérbola y sean R y R’ los puntos en
los que la tangente por P corta a las asintotas. Sea P’ el punto donde la paralela
a una asintota corta a la otra: Entonces:

1. OR-OR' = 2.

2. OP- PP = c?/4.

3. El drea de ROR es ab.
4. El drea de POP es ab/4.
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DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que, por el teorema 7.36, la
recta RR’ es paralela al diametro conjugado de OP, luego 7.38 implica que P
es el punto medio de RR'.

Sean Q,Q’, S, S’ las antiimigenes por la aplicacion lineal f de los puntos
P,P' R, R'. Entonces S = (0,q), S" = (¢',0) y Q = (¢'/2,q/2), pero a la vez,
como esta sobre la hipérbola de ecuacién uv = 1, se cumple que qq’ = 4. Asi
pues, OS - 0SS’ = q¢' = 4.

La aplicacion f cumple f(1,0) = (a/2,—b/2), luego f(¢’,0) = (¢'/2)(a, —b),
luego OR’ = ¢q' /2, e igualmente OR = cq/2, luego OR - OR’ = ¢*qq' /4 = 2.

La segunda afirmacion es consecuencia de la primera, pues OP’' = (1/2)OR/,
PP — (1/2)0R.

El triangulo 505 es rectangulo, luego su area es (1/2)qq’ = 2 vy, segin el
teorema [ITAn A.16], al aplicar f, el area de una figura se multiplica por

ab

[(a/2)(6/2) = (a/2)(=b/2)| = <.

Asi pues, el area de ROR’ es ab. La tultima afirmacion se puede deducir de ésta
o bien observando que QOQ’ tiene area qq’'/8 = 1/2. n

La cuadratura de la hipérbola Arquimedes calcul6 el area de una elipse
(véase el tltimo apartado de la seccion 5.2 de [ITAn|) y también calculo el area
limitada por una parabola y una de sus cuerdas (teorema 7.27), pero no calculd
el area limitada por una hipérbola y una de sus cuerdas PQ:

Este problema de “cuadrar una hipérbola” es més dificil que los analogos para
elipses o parabolas. Ante todo, formularlo en términos del area comprendida
entre la hipérbola y una cuerda no es lo mas conveniente. Puesto que el area
del triangulo POQ es conocida, el problema es equivalente al de calcular el area

del “sector hiperbolico” limitado por el arco de hipérbola P y los segmentos
OP y OQ.

Para el caso de la hipérbola uv = 1 el problema esta resuelto en [ITAn 4.11].
En los términos que estamos considerando aqui, la respuesta es que el area del
‘sector hiperbdlico es en este caso

0Q
opP,

log
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Vemos asi la razon de la dificultad de la cuadratura de la hipérbola: mientras
la cuadratura de la elipse involucra tinicamente el ntimero 7 y la pardbola es
cuadrable incluso con regla y compas, la cuadratura de un sector hiperbélico
involucra logaritmos, un concepto desconocido para los griegos.

En este apartado daremos una prueba esencialmente geométrica de la for-
mula para el drea de un sector hiperbélico. En primer lugar demostramos un
resultado que en la prueba de [ITAn 4.11] est4 demostrado para el caso par-
ticular de una hipérbola uv = r2, a saber, que el area del sector hiperbélico
determinado por los puntos P y @ es la misma que la comprendida entre el arco
de hipérbola PQ y los segmentos PP;, Q) determinados por los puntos P;
y Q1 donde las paralelas a una asintota por P y ) cortan a la otra asintota.
Sucede que el problema resulta “méas natural” en estos términos.

En efecto, por el teorema 7.39, los tridngulos ]ﬁ y OQAQl tienen la misma
area, luego el area del tridngulo ﬁ, que es la de O?Pl menos la de PX Py,
coincide con la de OQAQl menos la de O?Ph es decir, con el area del poligono
P@Q:QX. Concluimos entonces que las dos figuras descritas tienen la misma

area, pues ambas resultan de sumar al triAngulo OPX y al poligono P;@Q1QX
el mismo triangulo hiperboélico X PQ.

Ahora probamos el hecho fundamental:

Teorema 7.40 Sean P,Q, R, S cuatro puntos sobre una hipérbola tales que sus
proyecciones sobre una asintota mediante rectas paralelas a la otra asintota cum-
plen la relacion

0Q 05

OP'" OR'

Entonces los sectores hiperbdlicos POQ y ROS tienen la misma drea.

DEMOSTRACION: Sean F' 'y F' (resp. G y G’) los puntos donde la recta QR
(resp. PS) corta a las asintotas. El diametro conjugado del didmetro paralelo
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a F'F' pasa por el punto medio de la cuerda QR (por definicion de diametro
conjugado) y por el punto medio del segmento F'F" (por el teorema 7.38), luego
ambos puntos medios coinciden, y como consecuencia FQQ = F'R. Igualmente
concluimos que GP = SG’. Por el teorema de Tales, OQ’ = R'F’, e igualmente
OP' = S'G". Ast:

RF 0@ 05 RR
S'G’  OP' OR §§

donde, en la dltima igualdad, hemos empleado el teorema 7.39. Esto implica

)

que los triangulos RR'F' y SSC" son semejantes (pues tienen ademas igual el
angulo R = §') y, por consiguiente, las rectas FF’ y GG’ son paralelas. Esto
implica que sus puntos medios M y N estéan alineados con el centro O de la
hipérbola. Mas atn, el diAmetro M N biseca a todas las cuerdas de la hipérbola
paralelas a QR.

Para cada punto X, podemos considerar la paralela a F'M que pasa por X,
la cual cortard a OM en un punto O', y llamamos X' al punto simétrico de X
respecto de O’.

Es claro que la aplicacion X — X'’ hace corresponder los puntos de la region
PQMN sombreada en la figura con los puntos de la region SRM N. Vamos a
probar que dicha aplicacion es lineal y que conserva las areas, con lo que las dos
figuras sombreadas tendran la misma area.

Ademés, la aplicacion hace corresponder el triangulo OPN con OSN y el
tridngulo @ con ORM , v las regiones descritas en el enunciado, cuyas areas
queremos probar que son iguales, son las que resultan de quitar a los tridngulos
OPN (resp. OSAN) la figura PQMN (resp. SRM N) y el triangulo @ (resp.
ORM ). Por consiguiente son iguales.

Sea u = (u1,uz) un vector que marque la direccion de OM y v = (v, v2)
otro que marque la direcciéon de M F'. La aplicacién lineal

hi(x,y) = (w12 + v1y, sz + v2y)
cumple h1(1,0) = u y h1(0,1) = v. Similarmente, la aplicacion lineal
ha(z,y) = (u1T — V1Y, U2T — VoY)

hace corresponder h2(1,0) = u y ha(0,1) = —v. Segin [ITAn A.16], ambas
multiplican el area de cualquier figura por |ujvs — vius|, luego la aplicacion
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lineal A que resulta de aplicar primero la inversa de h; y luego hso deja las
areas invariantes y cumple h(u) = u, h(v) = —v. Basta probar que, para todo
punto X, se cumple h(X) = X’.

Ahora bien, si O’ es el punto de corte entre OM y la recta paralela a FM
que pasa por X, tenemos que O’ = Au, para cierto A, luego X = \u + uv, para
cierto p. Por lo tanto, h(X) = Au — pv, que claramente es el punto simétrico
a X respecto de O'. "

Esta propiedad puede expresarse de una forma conceptualmente mas simple.
Aunque es valida para una hipérbola arbitraria, conviene estudiarla para la
hipérbola zy = 1.

Para cada ntimero real > 1, definimos L(z) como el area limitada por la
hipérbola uv =1 y lasrectas v =0, u =1, u = a:

A

2

0 1 2 X 3

En estos términos, lo que afirma (un caso particular de) el teorema anterior
es que L(x) = L(zy) — L(y) o, equivalentemente, que

L(zy) = L(z) + L(y).

Distinguiendo casos se concluye facilmente que la misma relacién vale para
todo = > 0 si convenimos en definir L(1) = 0y L(z) < 0 cuando z < 1 (es decir,
L(z) se define como el 4rea indicada en la definicion, pero con signo negativo).
Notemos que este convenio hace que, si < y, entonces L(y) — L(z) > 0 es el
area comprendida entre la hipérbola y las rectas verticales u =z y u = y.

Asi tenemos definida una funcion L : ]0, +00[ — R que es continua, pues si
20>0,0<0<zy |T—x0| <J, entonces

|L(z) — L(zo0)| < L(xo +9) — L(wg — 6) < ——
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y tomando ¢ suficientemente pequeno podemos hacer que el dltimo término sea
menor que cualquier € > 0 prefijado.

Por consiguiente, también es continua la funcion f(x) = L(e®), que satisface
la ecuacion de Cauchy f(x +y) = f(z) + f(y), luego por [ITAn 3.11] existe
un k£ > 0 tal que f(z) = ka, luego, cambiando z por logz, concluimos que
L(z) = klogx. Vamos a probar por tltimo que k = 1.

Para ello observamos que si h > 0, entonces, como muestra la figura si-

guiente,
h
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Por consiguiente,
1 < L(1+h) <1,
1+h— h -
de donde (por las observaciones tras [I[TAn 4.5]):
k= 1o P00 HR) g LAER)
h—0 h h—0 h

En definitiva: L(z) = logz, y el area comprendida entre la hipérbola y dos
rectas verticales u = x, u = y con z < y es logy — logz = log(y/x). Teniendo
en cuenta que la aplicacion f que relaciona la hipérbola uv = 1 con una hipérbola
arbitraria multiplica las areas por ab/2 (y deja invariantes las longitudes de los
segmentos situados sobre las asintotas), el resultado general es:

Teorema 7.41 El drea del sector hiperbdlico sombreado en la figura es

0y OF

2 5 op"
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7.5 Las secciones conicas

Finalmente vamos a comprobar que las curvas que hemos estudiado coinciden
con las secciones conicas propiamente dichas, es decir, con las curvas que se
obtienen al cortar una superficie conica con un plano que no pase por el vértice.

Los resultados que vamos a mostrar en esta seccién eran bien conocidos por
los antiguos griegos, aunque algunos son tardios y no se encuentran sino en la
obra de Papo de Alejandria (siglo IV d.C.). No obstante, aqui los vamos a
exponer siguiendo un método ideado en 1822 por el matemaético francés (poste-
riormente belga) Germinal Pierre Dandelin. Previamente necesitamos algunos
resultados elementales de la geometria tridimensional.

Rectas y planos El concepto analogo en la geometria tridimensional al con-
cepto de “plano” de la geometria plana es el de “espacio”. En el espacio podemos
considerar diversos planos, considerados como superficies sin grosor y sin limi-
tes. Cada plano divide al espacio en dos semiespacios. Es evidente que dos
planos cualesquiera o bien no tienen puntos en comun (son paralelos) o bien se
cortan en una recta.

La figura muestra dos planos paralelos y un tercero que los corta en dos rectas
paralelas. Es muy importante tener presente que en la geometria tridimensional
dos rectas no se consideran paralelas cuando no tienen puntos en comun, sino que
se exige ademas que ambas estén contenidas en un mismo plano. Por ejemplo,
las rectas AB y C'D no tienen puntos en comun, pero no son paralelas, sino que
se dice que se cruzan.

Igual que por dos puntos pasa una tnica recta, por tres puntos cualesquiera
no alineados pasa un unico plano. Por ejemplo, la figura muestra los planos
ABC y ABD (los tmicos planos que pasan por los tres puntos indicados en
cada caso). También es obvio que por una recta y un punto exterior a ella pasa
un tnico plano, o también que dos rectas secantes estan contenidas en un tnico
plano. Esto también es cierto para rectas paralelas, pero en realidad es por la
propia definicién que hemos dado de paralelismo.
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Una recta y un plano pueden no tener puntos en comun (y se dice que la
recta es paralela al plano), como sucede con el plano ABD y la recta de la figura
que pasa por C, o bien pueden tener un punto en comun, como es el caso del
plano ABD y la recta CD, o en otro caso la recta estda contenida en el plano,
es decir: si una recta tiene al menos dos puntos en comin con un plano, es que
esta contenida en él.

La recta C'D de la figura no sélo corta al plano ABD, sino que de hecho
es perpendicular a él, en el sentido de que es perpendicular a todas las rectas
contenidas en el plano que pasan por el punto de corte. Por cada punto pasa
una Unica recta perpendicular a un plano dado.

Esferas Consideremos ahora la figura siguiente:

La esfera de centro O y radio r es, por definicién, el lugar geométrico de
los puntos del espacio (no del plano) que estan a una distancia r de O. La
interseccion de una esfera con un plano II que pase por O estd formada por
todos los puntos del plano II situados a una distancia r de O, luego es una (no
“la”) circunferencia de centro O y radio r.

Pero, més en general, la intersecciéon de cualquier plano con una esfera, o es
vacia, o es un punto, o es una circunferencia.

En efecto, dado un plano cualquiera IT (que podemos suponer que no pasa
por O, pues ya hemos considerado ese caso), consideramos la recta perpendicular

a IT por O. Si P es un punto de II, tenemos un triangulo rectangulo fﬁ’O,
luego

—2 2

OP =00" +0'P".

Si OO’ > r, entonces es imposible que OP = r, luego el plano y la esfera
son disjuntos. Si OO’ = r, entonces P estard en la esfera si y solo si P = O/,
luego el plano es tangente a la esfera y solo tiene en comin con ella el punto O'.
Por ultimo, si s = OO0’ < r, entonces P estara en la esfera si y solo si se cumple
O'P = /12 — 52, luego la interseccién es una circunferencia de centro O’.
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Si V' es un punto exterior a una esfera de centro O, podemos considerar
la recta OV y un plano cualquiera que contenga a dicha recta. Este plano
cortard a la esfera en una circunferencia y habra dos rectas tangentes a dicha
circunferencia que pasen por V. Si P es uno de los puntos de tangencia, es claro
que P es el tinico punto en comin entre la recta PV y la esfera, por lo que la
recta PV es, de hecho, tangente a la esfera.

Mas atn, si O’ es el pie de la perpendicular a OV por P, entonces los
tridngulos 00'P y OPV son semejantes, pues son rectangulos con un angulo
en comun aparte del recto. Por lo tanto,

ov._ r
r 00

i

luego OO’ = 12 /OV es independiente del plano considerado.

Asi pues, hemos probado que por cada plano que contenga a OV pasan
dos tangentes a la esfera, y los puntos de tangencia estan todos situados sobre
el plano perpendicular a OV que pasa por un mismo punto O’ y forman una

. . . —~72 . . .
circunferencia de centro O’ y radio \/r2 — OO’". La distancia de V a cualquier
. . . [~—2
punto de tangencia P es siempre la misma: \/ OV~ — r2.

Conos Tal y como hemos explicado en la introduccién, para el estudio de las
secciones coOnicas conviene llamar “conos” a las “superficies conicas”, es decir,
como las superficies formadas por todas las rectas que pasan por un punto de
una circunferencia y por un vértice V situado en la recta perpendicular a su
plano que pasa por su centro. En el apartado anterior hemos probado que las
tangentes a una esfera por un punto exterior V' forman un cono cuya intersecciéon
con la esfera es una circunferencia contenida en el plano perpendicular al eje
OV y con centro O’ en dicha recta.

Supongamos que hemos definido un cono a partir de una circunferencia de
centro Op. Si X es cualquier plano perpendicular al eje e que no pase por V,
su interseccion con el cono es una circunferencia. En efecto, dado un punto P
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de la interseccion, estard en una generatriz g que pasara por un punto P’ de
la circunferencia de centro O;. Si llamamos O a la interseccién de X con e, el
teorema de Tales nos da que

OP O P

== — 5

0V 0V
luego O5 P es constante, luego la interseccién es una circunferencia de centro Os.
Mas atn, el cono puede definirse igualmente usando esta circunferencia, es decir,

esté formado por todas las rectas que pasan por el vértice V' y por uno de sus
puntos.

Consideremos ahora un punto cualquiera P de un cono que no sea su vértice.
Sea X el plano perpendicular al eje e que pasa por P, sea Os la intersecciéon de X
con ey sea g la generatriz de P. Asi estamos de nuevo en la situacion anterior,
pero ahora P es un punto arbitrario del cono distinto de su vértice.

Si t es la tangente en P a la circunferencia en que X corta al cono, el plano IT
que contiene a t y g corta al cono tinicamente en g. En efecto, si la intersecciéon
contuviera otro punto @ exterior a g, como V esté en I1, la generatriz V @ estaria
contenida en IT y cortarfa a la circunferencia en un punto @’ distinto de P, pero
entonces la recta ¢ (que es la interseccion de II con X) pasarfa por Q' y no seria
tangente.

Se dice que un plano II es tangente a un cono si lo corta exactamente en
una de sus generatrices. Acabamos de probar que por cada punto P de un cono
distinto de su vértice pasa un plano tangente, y de hecho es tnico. En efecto,
si I fuera otro plano tangente, su interseccion con X serfa una recta que pasa
por P tangente a la circunferencia en la que X corta al cono, luego dicha recta
tiene que ser t, luego II’ contiene a t y a la generatriz g que pasa por P, luego
II' = 11, pues por dos rectas secantes pasa un tinico plano.

Las esferas de Dandelin Tal y como hemos explicado en la introduccioén, las
secciones conicas son las curvas que se obtienen como intersecciéon de un cono
con un plano IT que no pase por su vértice.
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Las caracteristicas de la curva resultante dependen de lo que podemos lla-
mar dngulo de incidencia 6, que es el angulo que forma con el eje del cono la
perpendicular a II que pasa por el vértice V. La figura de la derecha muestra
el plano X que contiene a la recta perpendicular al plano que pasa por V y al
eje del cono. La seccién conica recibe el nombre de elipse, pardbola o hipérbola
segun si el &ngulo de incidencia 6 es menor, igual o mayor que el complementa-
rio de a, respectivamente. Remitimos a la introduccién para una discusién mas
detallada de cada uno de los tres casos.

Ahora tenemos dos definiciones distintas de “conica”’. Vamos a probar que
son equivalentes, pero mientras no lo tengamos probado, llamaremos “cénicas
métricas" a las conicas que hemos estudiado en las secciones precedentes.

La elipse Una elipse, como seccién coénica, es la curva que se obtiene como
interseccion con una superficie conica de un plano II que corta a todas sus
generatrices. Descartemos el caso trivial en que II es perpendicular al eje del
cono, pues ya sabemos que la curva obtenida en ese caso es una circunferencia.

Llamemos A y B a los puntos de corte con las dos contenidas en el plano %

descrito anteriormente. Tenemos entonces un triangulo AV B, donde V es el
vértice del cono. Consideramos la circunferencia inscrita y la circunferencia
excrita tangente al lado AB. Sean F; y F5 los puntos de tangencia:

\

Si hacemos girar las circunferencias alrededor del eje del cono obtenemos dos
esferas tangentes a II en los puntos F; y F5 respectivamente:
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Ademas, las esferas (llamadas esferas de Dandelin), cortan al cono en dos
circunferencias de centros O; y Os.

Consideremos ahora un punto P de la elipse. Entonces la recta VP es
tangente a las dos esferas. Sean () y R los puntos de tangencia. Como las rectas
PQ y PF) son tangentes a una de las esferas, hemos visto que PF; = PQ, e
igualmente PF, = PR. Por consiguiente,

PF, + PF, = QP + PR = QR,

pero la longitud QR no depende de P, sino tinicamente de las distancias de los
centros O1 y O de las circunferencias de tangencia al vértice V del cono y de
los radios de éstas.

Los puntos Fy y Fy se llaman focos de la elipse (como secciéon conica), y
acabamos de probar que la suma de las distancias de un punto P cualquiera de
la elipse a los dos focos toma el valor constante QR. Esto significa que toda
elipse esta contenida en una elipse métrica con los mismos focos. Para probar
que en realidad son la misma curva observamos en primer lugar lo siguiente:

Una elipse contiene exactamente dos puntos en su eje FyFs (los puntos A
y B, a los que llamaremos vértices) y, para cada punto @ situado entre ellos
(distinto de ambos), la recta perpendicular al eje por @ corta al cono y, por lo
tanto, a la elipse, en exactamente dos puntos.

Sabemos que lo anterior también es cierto para las elipses métricas. En
particular, los dos vértices de la elipse conica son vértices de la elipse métrica
y, como no puede haber méas que dos, son todos ellos, luego los vértices de la
elipse métrica coinciden con los de la elipse.

Ahora, si P es cualquier punto de la elipse métrica en la que esta contenida
la elipse, o bien es uno de los vértices, en cuyo caso ya sabemos que esta en la
elipse, o bien la recta perpendicular al eje por P corta a la elipse métrica en
otro punto P’ y al eje en un punto @ situado entre los vértices (todo esto son
hechos que tenemos probados para las elipses métricas), pero, segin acabamos
de senalar, dicha recta tiene que cortar a la elipse en dos puntos, que necesaria-
mente seran Py P’, luego P est4 en la elipse y concluimos que ambas curvas
son la misma.

Con esto hemos probado que toda elipse coincide con una elipse métrica,
pero falta probar que toda elipse métrica es una elipse, es decir, que puede
obtenerse a partir de un cono cortado con un plano adecuado. Posponemos
la prueba para tratar simultdneamente los casos de la elipse, la parabola y la
hipérbola (véase el apartado “Directrices”, més abajo).

La hipérbola Consideramos ahora el caso de una hipérbola, en el que los
puntos A y B donde el plano II corta a las dos generatrices contenidas en
el plano ¥ estan en conos opuestos, pero podemos considerar igualmente el
tridangulo AV B asi como las dos circunferencias excritas correspondientes a los
lados AV y VB, que tocaran a dichos lados en puntos F; y Fb.
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Nuevamente, al girar las circunferencias alrededor el eje del cono obtenemos
dos esferas (las esferas de Dandelin de la hipérbola) que tocan el plano II en los
puntos F; y F5 y cortan al cono en dos circunferencias de centros O; y Oa:

Si P es un punto de la intersecciéon de IT con la superficie cénica, consideramos
los puntos @ y R donde su generatriz corta a las intersecciones de las esferas de
Dandelin con el cono. Asi PF, = PQ y PF, = PRy, como en el caso de las
elipses, ahora concluimos que

PF, — PF, = PQ — PR=QR,

que es independiente de P. FEn realidad esto vale si P estd en el cono que
contiene a Fy, como en la figura. Si estuviera en el cono de F? 1 habrfa que restar
PF,; — PIY, luego en general se cumple que PFy — PFy = £QR.

Por consiguiente, toda hipérbola esta contenida en una hipérbola métrica
con los mismos focos. En realidad ambas curvas coinciden, y esto se demuestra
analogamente al caso de la elipse con una modificaciéon obvia: una hipérbola
—al igual que una hipérbola métrica— tiene también dos vértices sobre el eje
y, para cada punto @ no situado entre ellos, la perpendicular al eje por @ corta
a la hipérbola en exactamente dos puntos. Salvo por esta modificacion sobre la
posicion de @, el argumento empleado para las elipses vale literalmente para las
hipérbolas.

Con esto tenemos probado que toda hipérbola es una hipérbola métrica.
Como en el caso de la elipse, posponemos la prueba del reciproco (en el apartado
“Directrices”).
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La parabola En el caso de una parédbola, la interseccién r de II con X es
paralela a una de las generatrices contenidas en ¥ y corta a la otra en un
punto A:

Es facil ver que existe una tnica circunferencia tangente a r y a las dos gene-
ratrices. Concretamente, su centro tiene que estar en la bisectriz del angulo que
forman las dos generatrices (o sea, el eje del cono) y en la bisectriz del angulo
formado por r y la bisectriz que pasa por A. Ahora bien, esta bisectriz no es sino
la perpendicular al eje por A, pues si llamamos AA’ a esta perpendicular, enton-
ces el triangulo AV A’ es isosceles, luego VAA = VAA = 9. Concretamente,
0 = /2 — « es el que hemos llamado angulo de incidencia de II. Llamamos F'
al punto de tangencia con r.

Al girar la circunferencia respecto del eje del cono obtenemos una esfera
que toca al cono en una circunferencia. Las parabolas tiene una tunica esfera de
Dandelin y un tnico foco F'. Ahora bien, podemos considerar la recta d donde IT
corta al plano de la circunferencia en la que la esfera corta al cono, que se llama
directriz de la parabola.

Si P es un punto arbitrario de la pardbola y R es el punto donde la generatriz
de P toca a la esfera, tenemos que PF = PR. Si X es el pie de la perpendicular
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a d por P, tenemos que

PF PR PRPT send

PT PX cosa’

PX PX
pero « no es sino la semiamplitud del cono, y 6 es el &ngulo que forma 7 con la
perpendicular al eje o, equivalentemente, el Angulo que forma la perpendicular
a II con el eje, es decir, el dngulo de incidencia, que es 7/2 — «. Por lo tanto,
cosa = senf y concluimos que PF = PX. Observando, por tltimo, que PX
es, por definicién, la distancia de P a la directriz d, concluimos que la distancia
de P al foco coincide con su distancia a la directriz.

Con esto hemos probado que toda parabola esté contenida en una parabola
métrica y, como en los casos anteriores, probamos que ambas curvas coinciden.
La tnica diferencia es que ahora el eje de la parabola se define como la perpen-
dicular a la directriz por el foco y se comprueba que contiene un dnico vértice
(el punto A) y que toda perpendicular al eje que lo corte en un punto de la
semirrecta opuesta a la interseccién con la directriz corta a la parabola en dos
puntos.

Directrices La construccion de la directriz de una parabola que acabamos
de mostrar es valida en realidad para cualquier seccién coénica obtenida con un
adngulo de incidencia 8 > 0. En efecto, incluso en el caso de una elipse o una
hipérbola, siempre podemos considerar uno de sus focos y la esfera de Dandelin
correspondiente (la figura muestra el caso de una hipérbola, pero el caso de una
elipse es anélogo:

Llamamos directriz asociada al foco a la recta en la que el plano de la conica
corta al plano de la circunferencia en la que la esfera corta al cono, y exactamente
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el mismo razonamiento empleado en el apartado anterior prueba que, para cada
punto P de la curva, el cociente

PF PR PRPT senf
e_ﬁ_ﬁ_ﬁﬁ_cosa’
es constante, y no es sino la excentricidad de la céonica. Mas atin, vemos que
eligiendo adecuadamente los d4ngulos 6 y « obtenemos conicas de cualquier ex-
centricidad e > 0. Incluso la férmula resulta ser correcta para 8§ = 0, que da
lugar a una circunferencia, aunque en tal caso no esta definida la directriz.*
Mas atn, si aplicamos una homotecia de centro V', el cono queda inalterado,
el plano de corte II se transforma en otro paralelo y la conica se transforma
en una conica homotética en la que la distancia del foco a la directriz se mul-
tiplica por la razon de la homotecia. Esto implica que, cambiando II por un
plano paralelo, podemos conseguir cualquier cénica de una excentricidad dada
0, equivalentemente, que todas las conicas en el sentido métrico pueden obte-
nerse como secciones conicas a partir de un cono adecuado. Més precisamente,
a partir de un cono de semiamplitud 0 < a < 7/2 pueden obtenerse todas las
conicas de excentricidad 0 < e < 1/ cos a.

Tangentes En este punto ya tenemos probado que las conicas que hemos es-
tudiado en las secciones precedentes son las mismas que definieron los antiguos
griegos como secciones de conos. No vamos a desarrollar toda la teorfa que ya
conocemos a partir de esta definicién alternativa, pero si es interesante obser-
var la interpretacion “tridimensional” de algunos de los conceptos que hemos
estudiado. Ya conocemos la de los focos y las directrices, y es facil probar di-
rectamente la existencia de rectas tangentes: la recta tangente a una conica
por un punto P no es més que la interseccion con el plano II de la conica del
plano tangente al cono que contiene a la generatriz sobre la que se encuentra el
punto P. Como el plano sblo corta al cono en la generatriz, la recta tangente
sblo corta a la conica en P, y como el plano tangente deja cada “medio cono”
en un semiespacio, es inmediato que la recta tangente deja toda la céonica en un
mismo semiplano excepto en el caso de las hipérbolas, en el que cada rama queda
en un semiespacio diferente. Hemos probado que estas propiedades caracterizan
a las tangentes que habiamos definido a partir de la definiciéon “métrica” de las
conicas, luego son las mismas que ya teniamos definidas.

Asintotas En el caso de una hipérbola, el plano paralelo al plano II de la
conica que pasa por el vértice del cono contiene dos de sus generatrices que,
por consiguiente, no tienen ningin punto en la cénica. Por consiguiente, los
planos tangentes al cono que contienen a dichas generatrices, aunque cortan
a II, no determinan rectas tangentes a ningin punto. Las intersecciones son
precisamente las asintotas de la hipérbola, como muestra la figura siguiente:

4Méas atn, podemos conseguir cualquier excentricidad e > 0 fijando cualquier § > 0,
o también fijando 6 = «, que es lo que hizo Menecmo al considerar secciones por planos
perpendiculares a la superficie cénica, de modo que e = tana. Asi, las elipses se obtienen
a partir de conos acutangulos (2« < m/2), las parabolas a partir de conos rectangulos y las
hipérbolas a partir de conos obtusangulos.
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En el caso de una parabola, el plano paralelo a II por el vértice contiene una
Unica generatriz y coincide con su plano tangente, por lo que éste no corta a II
y, por ello, las parabolas no tienen asintotas. En el caso de una elipse el plano
paralelo sélo corta al cono en V' y todos los planos tangentes al cono determinan
rectas tangentes a la elipse.

Puntos en el infinito Fijemos en un cono una circunferencia obtenida por
la interseccién con un plano perpendicular a su eje. Por ejemplo, para el caso
de la elipse, podemos considerar la figura (tridimensional) de la pagina 372 y,
concretamente, la circunferencia donde la esfera de Dandelin de Fj corta al
cono, simplemente porque esté representada, pero sirve cualquier otra. Vemos
que, para cada punto @) en la circunferencia, podemos considerar la generatriz
que lo contiene, la cual corta a la elipse en un punto P. De este modo tenemos
una correspondencia biunivoca entre los puntos de la circunferencia y los de la
elipse, y ésta es una de las posibles razones (hemos visto otras) por las que una
elipse tiene el aspecto de una “circunferencia deformada”. La distancia PQ no
es constante, sino que, debido a la inclinacién del plano de corte de la elipse, al
recorrer la elipse nos alejamos de la circunferencia y nos volvemos a acercar. Los
puntos mas cercano y més lejano son los vértices situados sobre el eje mayor.
En el caso de una parabola (véase la figura de la pagina 375), también
podemos asignar un punto P de la pardbola a cada punto R de la circunferencia,
con una tnica excepcion: el punto R* de la circunferencia situado sobre la
generatriz contenida en el plano paralelo al plano IT de la conica que pasa por el
vértice del cono no se corresponde con ningtn punto de la parédbola. Si R recorre
la circunferencia, cuanto mas nos acercamos a R* la distancia RP se hace mayor,
y tiende a infinito al acercarnos a R*. Esto se puede entender considerando que
una parabola es como una circunferencia con un punto infinitamente lejano.
En el caso de la hipérbola hay dos puntos R} y Rj de la circunferencia
situados sobre generatrices que no cortan a la coéonica. Estos puntos dividen a



7.5. Las secciones cénicas 379

la circunferencia en dos arcos complementarios, cada uno de los cuales tiene sus
iméagenes en una de las ramas de la hipérbola. Por ello podemos considerar que
una hipérbola es como una circunferencia con dos puntos infinitamente lejanos.
Las asintotas son las rectas tangentes por dichos puntos infinitos. En el caso de
la parabola la tangente por el punto infinito consta exclusivamente de puntos
infinitamente lejanos, por lo que no deja rastro en el plano finito.

No obstante, indirectamente estos puntos infinitos “imaginarios” si que dejan
un rastro. Al adoptar el convenio introducido en el capitulo IV de considerar que
todas las rectas paralelas a una dada tienen un punto en comun infinitamente
alejado, muchas de las propiedades que hemos demostrado para las conicas
admiten un enunciado mas simple que no requiere distinguir entre los tres tipos
de curvas.

Por ejemplo, el punto del infinito de una parabola es el punto por el que pasan
sus diametros (las rectas paralelas al eje). Eso explica por qué los didmetros
son “falsas tangentes”, es decir, rectas que tienen sélo un punto en comun con la
parabola sin ser las tangentes. La razén es que son rectas secantes que cortan
a la parabola en dos puntos: uno finito y el tinico punto infinito de la parabola.
La tangente por el punto infinito es, como ya hemos senalado, la “recta infinita”
formada por todos los puntos infinitos.

Similarmente, en el caso de una hipérbola, sus puntos infinitos son los puntos
infinitos de sus asintotas (y de las paralelas a éstas, lo que explica que tales
paralelas sean también secantes que parecen “falsas tangentes”).

En estos términos, podemos afirmar que por cualquier punto interior de una
cOnica no pasan tangentes, por cualquier punto de la propia céonica pasa una
Gnica tangente y por cualquier punto exterior pasan dos tangentes. Las ex-
cepciones que conocemos a esta regla desaparecen cuando consideramos puntos
infinitos y la recta infinita determinada por éstos.

Por ejemplo, las rectas tangentes a una conica paralelas a una recta dada
son las tangentes por el punto infinito de dicha recta. En el caso de una elipse,
hay dos tangentes paralelas a cada recta, porque los puntos infinitos son todos
exteriores, asi que hay dos tangentes que pasan por cada uno de ellos.

En el caso de una parébola, hay una tnica tangente paralela a una recta
dada que no sea un didmetro porque todos los puntos infinitos distintos del
que esta en la pardbola son exteriores, luego por cada uno de ellos pasan dos
tangentes, una de las cuales es la que hemos visto como calcular y la otra es la
recta infinita. No hay tangentes paralelas a un didmetro porque el punto infinito
de los diametros esta en la parabola, luego por él s6lo pasa una recta tangente,
que es la recta infinita.

En el caso de la hipérbola, la recta infinita es secante, luego parte de sus
puntos son interiores y parte exteriores. Esto se traduce en que las rectas de
pendiente |m| > b/a (las que pasan por puntos infinitos exteriores) tienen dos
paralelas tangentes, las de pendiente |m| < b/a (las que pasan por puntos infi-
nitos interiores) no tienen paralelas tangentes y las de pendiente |m| = b/a (las
paralelas a las asintotas) tienen una unica paralela tangente (la propia asintota)
porque el punto del infinito esta en la hipérbola.
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Conviene definir el centro de una parabola como su tnico punto infinito. Asi,
el centro de una elipse es un punto interior, el de una parébola es un punto de
la curva y el de una hipérbola es un punto exterior. Los didmetros son, en todos
los casos, las rectas que pasan por el centro. El lector podra “unificar” en esta
linea muchos méas de los resultados que hemos probado sobre cénicas.



Apéndice A
La geometria analitica

En este apéndice mostramos la conexion existente entre la geometria sintética
estudiada en este libro y la geometria analitica que subyace en muchos de los
conceptos y resultados de [ITAn| y, en menor medida, de [ITAl]. En realidad
el contexto algebraico adecuado para desarrollar la geometria analitica es el
determinado por la estructura conocida como “espacio afin”, que incorpora la
distinciéon entre los objetos que representan los puntos de los “vectores”, que
representan traslaciones de puntos. Sin embargo, aqui no entraremos en esta
sutileza, y nos limitaremos a presentar el marco mas simple que permite cubrir
nuestros objetivos.

A.1 Puntos y vectores

La idea basica de la geometria analitica consiste en que, al igual que una
graduaciéon nos permite identificar cada punto de una recta con un ntmero real,
al fijar lo que se conoce sistema de referencia cartesiano, podemos identificar
cada punto del plano con un par de nimeros reales, es decir, con un elemento
del producto cartesiano R? = R x R.

Definicion A.1 Un sistema de referencia cartesiano esta determinado por dos
rectas perpendiculares, graduadas tomando como Py el punto de su interseccion,
y como puntos Py y P{ dos puntos tales que Py P; = Py Py, es decir, con la misma
unidad de longitud. La recta PyP; se llama eje de abscisas, mientras que la recta
PyPj se llama eje de ordenadas.

Fijado un sistema de referencia, a cada punto P le podemos asociar unas
coordenadas (z,y) € R2, donde x es el niimero real que corresponde segtn la
graduacion del eje de abscisas al punto de corte con la perpendicular que pasa
por P y analogamente se determina y considerando el eje de ordenadas.

Es evidente que a cada punto del plano le corresponden pares de coordenadas
distintos y que todo par de niimeros reales son las coordenadas de un tinico punto
del plano. Observemos que las coordenadas de Py son (0,0), las de P; son (1,0)
y las de Py son (0,1).

381
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Es habitual representar el eje de abscisas como una recta horizontal y el eje
de ordenadas como una recta vertical, y las graduaciones se eligen de modo que
el sentido positivo en el eje de abscisas sea de izquierda a derecha, y en el eje
de ordenadas de abajo hacia arriba:

(0, 1»

(0, 0) (1, 0)

(3,-2)

Podemos pensar en las coordenadas (x,y) de un punto P (respecto de un sis-
tema de referencia dado) como en unas “instrucciones” para llegar hasta P desde
el origen de coordenadas O = (0,0). Concretamente, (x,y) significa: “muévete
|z| unidades en la direccion del eje de abscisas (en el sentido determinado por
el signo de x) y luego |y| unidades en la direccion del eje de ordenadas (en el
sentido determinado por el signo de y).

Cuando pensamos en estos términos en los pares de ntmeros reales los llama-
mos vectores (lat. transportador) y los representamos como flechas. La geome-
tria afin proporciona un marco teérico adecuado para distinguir objetivamente
entre puntos y vectores, pero en el tratamiento elemental que presentamos aqui
la diferencia es meramente subjetiva: un par (z,y) representa un punto cuando
lo usamos para determinar la posicion de un punto, y representa un vector
cuando lo usamos para determinar un desplazamiento. Para precisar estas ideas
conviene considerar la suma en R? dada por

(z,9) + (z,0) = (z + 2,y + w).

Si interpretamos lo dos sumandos como puntos, la suma no tiene ninguna
interpretacién geométrica natural, pero si que tiene sentido sumar un punto méas
un vector:

Si P = (x,y) es un punto y v = (z,w) es un vector, entonces QQ =
P+ es el punto al que se llega desde P siguiendo las instrucciones
de desplazamiento dadas por U.

La figura muestra la suma Q = P+ v con P = (3,2) y v = (—1,2), lo que
supone moverse una unidad hacia la izquierda y dos hacia arriba. En general,
dados dos puntos P y @, el vector PQ) = Q — P es el tnico vector que lleva
desde P hasta ). Asi pues, tiene sentido restar dos puntos para obtener un
vector:
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1
I
1
i
1
|
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También tiene un sentido geométrico claro la suma de dos vectores:

La suma de dos vectores u = (x,y) yv = (z,w) es el vector que lleva
desde un punto cualquiera P al punto al que se llega moviéndose
primero sequn las instrucciones de u y luego aplicando en ese punto
las de v.

u+v

(0, 0)

En el ejemplo de la figura, con u = (3,1) y v = (—1,2) y P = (0,0). Primero
nos movemos 3 unidades hacia la derecha y 1 unidad hacia arriba y, desde ese
punto, nos movemos 1 unidad hacia la izquierda y 2 unidades hacia arriba. El
vector u+v = (2, 3) nos lleva directamente hasta el punto al que hemos llegado.

Es facil convencerse de que el aspecto de la figura anterior no es casual: si
los vectores u y v no estan situados sobre la misma recta, el vector v+ v recorre
la diagonal del paralelogramo que tiene por lados los vectores v y v.

Otra operacion con una interpretacion geométrica clara es el producto de un
namero real por un vector, t(z,y) = (tz,ty):

tu
ty

(0, 0) X I tx
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Dado un vector v = (z,y), con zy # 0 y un ntunero ¢ > 0, consideramos el
vector que resulta de alargar (o acortar) u hasta el punto cuya abscisa es tx.
Tenemos asi dos tridngulos en posiciéon de Tales, luego son semejantes, y eso se
traduce en que la ordenada es ty, luego el vector “alargado” es precisamente tu.
Ademés, por la semejanza, la longitud de tu es t veces mayor que la de .

En otras palabras, tu es el vector que tiene la misma direcciéon y sentido
que u, pero cuya longitud es ¢t veces mayor. Sit < 0 es claro que tu = (—1)(—t)u,
asi como que multiplicar un vector por —1 simplemente invierte su sentido, luego
en general:

El vector tu es el vector que tiene la misma direccion que u, pero
es |t| veces mayor y su sentido es el mismo que el de u o bien el
opuesto segun el signo de t.

En principio hemos justificado esto bajo la hipdtesis de que las coordenadas
del vector sean no nulas, pero es facil ver que si una de ellas es nula se cumple
también (y si u = (0,0) entonces todos los vectores tu son nulos.)

De aqui se sigue que si multiplicamos las coordenadas de todos los puntos
de una figura por un mismo ntmero ¢ > 0 el resultado es que la figura “cambia
de escala”, es decir, se hace mayor o menor, pero conservando todas las propor-
ciones. Por ello, al trabajar con vectores, a los nimeros se les llama escalares,
porque “escalan” los vectores.

Nota  Observemos que la suma y el producto que acabamos de definir son
las mismas introducidas en la seccion 1.1 de [ITAn] (véase el apartado sobre el
plano R?) y —de acuerdo con el apartado siguiente de [[TAn|]— pueden verse
también como la suma de ntimeros complejos y el producto de un niimero real
por un nimero complejo. Aqui estamos en condiciones de justificar las interpre-
taciones geométricas dadas alli. ]

El médulo de un vector Siu = (z,y) es un vector y sus coordenadas son
no nulas, el teorema de Pitagoras nos da que la longitud de cualquier segmento
de extremos un punto P y el punto p 4+ u es

lu| = /22 + y2.

3

-1 0 1 2 3

En realidad para aplicar el teorema de Pitagoras tenemos que suponer que
las coordenadas x, ¥ no son nulas, pero es facil ver que en caso contrario la
formula también es trivialmente cierta.
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El valor |u| se llama mddulo del vector u. Segin acabamos de mostrar, la
longitud del segmento de extremos Py Q es PQ = |}%\ =|Q—P|

Las propiedades siguientes son inmediatas a partir de las interpretaciones
geométricas de los conceptos involucrados:

1. [v| >0y |v]| =0siy sélosiv=/(0,0).
2. |tv| = |t| |v|, donde ¢ es un nimero real.
3. Ju+v| < |ul+ |vl.

Por ejemplo, si v y v no estdn sobre la misma recta, entonces la tercera
propiedad no es sino la desigualdad triangular dada por el teorema 1.3:

u+v

(0, 0)

Tenemos un triangulo de lados |u|, [v] ¥ |u+ v|, en el que la longitud de un
lado no puede exceder a la suma de las longitudes de los otros dos. Si estan
sobre la misma recta, entonces v = tu, para cierto namero real ¢, con lo que

lu+of = [(1+ )l = [T+ tl[u] < (1+ [¢)]u] = [u] + |v].

El producto escalar Conviene observar que el médulo de un vector puede
expresarse en términos del producto escalar, que es la operacién en R? dada por
(@,y)(2",y") = z2’ +yy’.

Concretamente, si u = (z,y) tenemos que u-u = 2%+ y?, luego |u| = Vu - u.

En la seccion 1.1 de [ITAn] introdujimos también el producto escalar, pero
ahora podemos mostrar su interpretacion geométrica. Dados dos vectores u y
v, tenemos que

(v—u)-w—u)=u-ut+v-v—2u- v,

es decir,
v —ul? = |ul® + [v]? — 2u - v.

Si ambos vectores son no nulos y tienen direcciones distintas, forman un trian-
gulo con el origen de coordenadas, cuyos lados miden precisamente |u|, |v| y
|v — u|. Comparando con el teorema del coseno, concluimos que

u-v = |ul|v|cos(w, v),

donde %, v es el angulo que forman ambos vectores en 0.
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3
v-u
2
\'%
1
u
O 1 2 3

Si los vectores son no nulos pero tienen la misma direccion, es decir, si
v = \u, para cierto A no nulo, entonces u - v = \u - u = Nu|? = £|ul|v|, que es
un caso particular de la férmula anterior si convenimos en que el angulo u, v es
en este caso 0 (con coseno 1) si u y v tienen el mismo sentido (es decir, si A > 0)
o bien es 7 (con coseno —1) si u y v tienen sentidos opuestos (A > 0).

Asi pues:

El producto escalar de dos vectores no nulos es el producto de sus
maodulos por el coseno del dngulo que forman.

Se dice que dos vectores u y v son ortogonales si u - v = 0. Si son no nulos,
esto equivale a que formen un angulo recto, pues 7/2 es el tinico dngulo convexo
con coseno nulo.

Asi pues, dado un vector no nulo v = (a, b), es claro que dos vectores orto-
gonales a u son (—b,a) y (b, —a), pues ciertamente (a,b)(—b,a) = —ab+ab = 0,
e igualmente con (b, —a). Conviene observar que esto puede probarse directa-
mente sin dificultad, sin méas que considerar la figura siguiente:

Los dos tridngulos son iguales, pues tienen dos lados iguales y el angulo
(recto) que forman. Por lo tanto, los dos angulos rotulados como « son iguales
¥y, por otra parte, a+ 3 = /2, luego el &ngulo que forman los vectores u = (a, b)
y v = (—b,a) también es recto.

Terminamos este apartado enunciando las propiedades elementales del pro-
ducto escalar:

1. uv = vu,
2. ulv+w) =uw 4w, (v+w)u=uvu+ wu,

3. (tu)v = t(uww), u(tv) = t(uwv),
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A.2 Rectas

La ecuaciéon vectorial de una recta Los vectores admiten otros usos ade-
mas del de determinar la posiciéon de los puntos. Por ejemplo, si la posiciéon
de un punto P viene dada por el vector u = (a,b) y v = (v1,v2) es un vector
no nulo, la interpretacién que hemos dado del producto de un niimero por un
vector muestra que los vectores tv, cuando t recorre los ntimeros reales, recorren
una recta que pasa por el origen de coordenadas y, a su vez, los vectores de la
forma u + tv recorren una recta que pasa por el punto P.

En este caso el vector v no estd marcando la posiciéon de ningan punto, sino
la direcciéon de la recta, y por ello se llama vector director de la recta. Es claro
que toda recta puede describirse mediante una ecuacién de esta forma, pues
basta tomar como u el vector de posicién de cualquiera de sus puntos y como v
la diferencia entre dos de sus puntos.

ut+tv

0, 0)

Por ejemplo, en la figura anterior esté representada la recta r que pasa por
el punto P con vector de posicion u = (1,2) y que tiene por vector director
v = (3,1), con lo que sus coordenadas son de la forma

(x,y) = (172) +t(37 1)7

o también
(x,y) = (1+3t,2+1).

La primera ecuacién se conoce como ecuacion vectorial de la recta, mientras que
la segunda es la ecuacion paramétrica.

Es claro que si v es un vector director de una recta, todos sus miltiplos no
nulos también lo son (y son los tnicos vectores directores de dicha recta) y que
dos rectas son paralelas si y sé6lo si tienen un mismo vector director.

Semirrectas y segmentos Es obvio que las semirrectas que P determina en
la recta de ecuacion vectorial P + tv estan formadas por los puntos correspon-
dientes a t > 0 para una de ellas y t < 0 para la otra.

Consideremos ahora dos puntos distintos P y Q. Si v = Q — P, entonces
P+tv es la ecuacion vectorial de la recta que pasa por Py Q. Concretamente, el
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punto P corresponde at =0y @ at = 1. Por lo tanto, los puntos del segmento
PQ@ son los que estan en la misma semirrecta respecto a P que @ (es decir, los
puntos con t > 0) y que distan de P menos que @, es decir, tales que

|P+tv—P|=tl| <[v]| = |Q— P,
lo que equivale a que ¢t < 1. Ahora es facil concluir:

Teorema A.2 Dados dos puntos distintos P = (a,b) y Q = (¢,d), el segmento
de extremos P y Q estd formado por los puntos con coordenadas de la forma

(1—t)(a,b) +t(e,d), 0<t<I.

DEMOSTRACION: Llamando v = @Q — P = (¢ —a,d —b), acabamos de probar
que el segmento esta formado por los puntos de la forma

(a,b) +t(c—a,d—b), 0<t<1

y esta expresion coincide claramente con la del enunciado. ]

Observemos que M = (1/2)(a,b) + (1/2)(c, d) es el punto medio de Py Q,
pues ciertamente esta entre ambos y

1 1
M = Pl =[(1/2)(a,b) + (1/2)(e;d) — (a,)] = 5|(c.d) = (a,b)] = 5@ = P
luego la distancia de M a P es la mitad de la distancia de P a Q.

La ecuacion general de una recta Hemos visto que las coordenadas de los
puntos de una recta estdn determinados por unas ecuaciones paramétricas de la
forma

r=a-+ct, y=>b+dt,

donde ¢ recorre los nameros reales, u = (a, b) son las coordenadas de uno de sus
puntos y v = (¢, d) es un vector director. No puede ser ¢ = d = 0 (pues entonces
el vector director (¢, d) seria nulo y la ecuacion solo la cumpliria un punto). Si,
por ejemplo, d # 0, podemos despejar

y, al sustituir en la primera ecuacién, queda

I
r=a+c a0

lo cual equivale a dx = da + cy — cb, o también a
dx — cy = da — cb.

Si ¢ # 0 llegamos a la misma expresion. Reciprocamente, es facil ver que
todo punto (x,y) que cumpla esta ecuacion satisface también las ecuaciones
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paramétricas iniciales, tomando ¢ = (y — b)/d si d # 0 o bien t = (z — a)/c si
¢ # 0. Por lo tanto, concluimos que las coordenadas de los puntos de una recta
estan caracterizados por una ecuaciéon de la forma

ar + by = c,

donde ab # 0. De hecho, v = (—b,a) es un vector director de la recta.! Esta
ecuacion recibe el nombre de ecuacion general de la recta.

Reciprocamente, toda ecuacion de esta forma corresponde a una recta. Basta
tomar un punto u = (xg,yo) que la cumpla (que claramente existe siempre) y
el vector v = (—b,a). Segtin hemos visto, la ecuacion de la recta determinada
por u y v es

ax + by = axg + byg = c,

luego es la ecuacion dada. Asi pues:

Teorema A.3 Fijado un sistema de referencia cartesiano, los puntos de una
recta estdn caracterizados por que sus coordenadas (x,y) cumplen una ecuacion
de la forma?

ar + by = c,

para ciertos numeros reales a,b,c con ab # 0. Reciprocamente, los puntos que
cumplen una ecuacion de esta forma son precisamente los puntos de una recta.

Si b = 0, la ecuacion equivale a otra de la forma x = ¢, y claramente
corresponde a una recta vertical (respecto del sistema de referencia). En caso
contrario, podemos despejar y para expresar la ecuacion en la forma

Yy =mx+n.

El nimero m se llama pendiente de la recta, y —con los convenios usuales de
orientacion— claramente indica lo que la recta sube (o baja si m < 0) por cada
unidad que nos desplazamos horizontalmente hacia la derecha. Cuanto mayor
es |m|, méas empinada es la recta, sea “hacia arriba” o “hacia abajo”. Las rectas
verticales no tienen pendiente o, si se prefiere, tienen “pendiente infinita’.

La ecuacion normal de una recta Se dice que un vector n no nulo es
normal a una recta si es ortogonal a cualquiera de sus vectores directores (es
obvio que si es ortogonal a uno lo es a todos). Si una recta pasa por un punto
P con vector de posicién u y tiene a n como vector normal, entonces un punto
X esta en la recta si y solo si X — u es el vector nulo o bien un vector director
de la recta, si y solo si

n(X —u) =0.

Esta ecuacion se conoce como ecuacion normal de una recta.

Ejemplo Vamos a calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto
P = (1,2) y tiene vector director u = (4, —1).

IEn efecto, en la deduccion precedente hemos partido de un vector director (¢, d) y hemos
llegado a una ecuacion de la forma dz — cy = k.
2Es por ello que estas ecuaciones se llaman ecuaciones lineales.
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Un vector normal es entonces n = (1,4), con lo que un punto X = (z,y)

esta en la recta si y soélo si
(X -P)n=0,

luego la ecuacion normal es:
(x =1,y —2)(1,4) = 0.
Esto equivale a x — 1 + 4y — 8 = 0, luego la ecuaciéon general es

r+4y=9.

Semiplanos Consideremos una recta r que pasa por un punto P y tiene vector
director u, y sea v otro vector que no sea miltiplo de u. Es claro entonces que
los puntos X que no estan sobre la recta son los de la forma X = P + Au + uv
con p # 0, y que @ estard en un semiplano u otro respecto de r segin el signo
de p. En la figura, los puntos con p > 0 estéan en el semiplano superior y los
puntos con p < 0 en el inferior.

X = P+AU+pv

Si n es un vector normal a u, entonces
n(X — P) = (Au+ pv)n = pon,

luego el signo de p se corresponde con el de n(X — P) (en el sentido de que el signo
es el mismo para todos los puntos X o bien es opuesto para todos los puntos X).
Si al desarrollar n(X — P) se obtiene una expresion de la forma az+by—c, resulta
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que la ecuacién general de r es ax + by = ¢, y los dos semiplanos determinados
por r son los formados por los puntos cuyas coordenadas cumplen az + by > ¢
y ax + by < ¢, respectivamente (0 ax +by > ¢y ax + by < ¢ si queremos incluir
a r en ambos semiplanos). En resumen:

Los semiplanos determinados por la recta de ecuacion ax + by = ¢
son los conjuntos de puntos cuyas coordenadas cumplen una de las
dos ecuaciones ax+by > ¢ y ax+by < ¢ (con la desigualdad estricta
0 no estricta sequin si se quiere que incluyan o no a la recta).

Angulos Dado un punto V y un vector u, la recta que pasa por V con vector
director u esta formada por los puntos de la forma V + Au, y las semirrectas
determinadas por V estan formadas por los puntos que cumplen A > 00 A < 0.
Cambiando u por —u si es preciso, siempre podemos exigir que los puntos de una
semirrecta prefijada sean los que tienen coordenada A > 0. Si consideramos otro
vector v que no sea multiplo de u, es claro que los puntos del dngulo convexo
determinado por las semirrectas V 4+ Au, V + pw (con A, u > 0) esté formado
por los puntos de la forma X =V + Au + pv con A,y > 0.

4
X = V+Au+pv
3
21V
1
0 L | 2| 3| a5 6| 7] 8] 9

Claramente, la amplitud del angulo convexo determinado por un punto V' y
unos vectores u y v es precisamente el 4ngulo %, v que hemos definido anterior-
mente.

A.3 Isometrias

En esta seccién mostraremos la expresion analitica del concepto de igual-
dad de figuras geométricas, aunque en este contexto es mejor hablar de figuras
congruentes. La idea geométrica subyacente es que dos figuras planas F y F”
son congruentes cuando podemos “calcar” F' sobre un plano transparente su-
perpuesto al plano en el que se encuentra, y luego podemos mover este plano
auxiliar, admitiendo la posibilidad de “darle la vuelta”, como al pasar una pa-
gina de un libro, de modo que la copia de F' se superponga exactamente a F”.
Asi, cada punto P de F tiene un punto homdlogo P’ en F’ (pues en la “copia”
podriamos marcar el punto P y entonces P’ es el punto de F’ sobre el que se
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superpone P cuando desplazamos la copia). Ahora bien, aunque sélo nos in-
teresen los puntos de I’ y sus homologos en F’, lo cierto es que al desplazar una
copia del plano estamos transformando cada punto P (esté o no en F') en otro
punto homologo P’, de modo que F’ es precisamente la figura formada por los
puntos homologos a los puntos de F. Puesto que la longitud de un segmento
tiene que ser igual que la de su homoélogo, esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definiciéon A.4 Una isometria es un criterio que a cada punto P del plano le
asigna un punto homdlogo P’ de modo que si P y @Q son dos puntos distintos,
entonces sus homologos P’ y Q' también son distintos y PQ = P'Q’. En otras
palabras, la distancia entre dos puntos es la misma que la distancia entre sus
homoélogos.

Fijado un sistema de referencia y un vector w definimos la traslacion deter-
minada por u como la isometria dada por P’ = P + .

Ciertamente las traslaciones son isometrias, pues la longitud de P'Q’ es
|P4+u—(Q+u)| =|P— Q| que es la longitud de PQ.

La figura muestra la traslacion de una figura determinada por el vector
v=(5,—-1):

)

Consideremos una isometria arbitraria y llamemos v = O’ — O al vector que
traslada el origen O a su homologo O'. Es claro que la relacion

P'=—v+P

define otra isometria del plano, pues, para cualquier par de puntos distintos P
y @, tenemos que P"Q" = P'Q' = PQ.

Pero esta segunda isometria tiene la propiedad de que
O'=-v+0" =0,

es decir que deja invariante al origen de coordenadas.

A las isometrias que cumplan O’ = O (respecto de un sistema de referencia)
las llamaremos isometrias lineales.

Teniendo en cuenta que P’ = v + P”, hemos demostrado lo siguiente:
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Teorema A.5 Toda isometria puede expresarse en la forma P’ = v+P", donde
v es un vector y P" una isometria lineal.

En otras palabras, toda isometria puede efectuarse aplicando primero una
isometria lineal y luego una traslaciéon adecuada.

Supongamos ahora que u +—+ u’ es una isometria lineal en R?. Entonces, la
longitud del segmento de extremos O y u es la misma que la del segmento de
extremos O’ = O y u/, pero esto significa que |u] = |u'|. Esto significa que las
isometrias lineales conservan el modulo de los vectores.

Por otro lado, la relacion

lu—v?=uw—-v)(u—v)=u-u+v-v—2uv=|ul®+ |v]* - 2uv

implica que
1,/ 1 112 /2 / /(2 1 2 2 2
W = (P P = =) = Sl ol fu = of?) = o,
/|:

pues |u’ — v |u — v| por definicion de isometria. Esto significa que las
isometrias lineales conservan el producto escalar.

Observemos ahora que si u, v y w estan alineados, lo mismo sucede con sus
homologos v/, v' y w'.

Basta tener en cuenta que los modulos |u — v|, |[u — w|, |v — w| cumplen que
uno es la suma de los otros dos (dependiendo de cual de los puntos esté entre
los otros dos), luego lo mismo sucede con |u’ —v'|, |[u' — w'|, [v' — w'|, pero esto
implica que u’, v/, w’ estan alineados, ya que, en caso contrario, la desigualdad
triangular implica que cualquiera de los tres nameros |u' —v'|, |u' —w’|, |[v' —w/|
es estrictamente menor que la suma de los otros dos.

En particular, si ¢ es un namero real, entonces (tv)’ = tv'.

En efecto, siv =00t =0,1 es inmediato. En caso contrario, O, v y tv son
tres puntos distintos alineados, al igual que sus homologos O, v’ y (tv)’, luego
(tv)’ = sv’, para cierto nimero real s, pero, multiplicando por v’ queda que

|2 = (tw)v = tv-v = t|v]* = t|v']?,

luego s =t y asi (tv) = tv'.

A continuacion probamos que (u +v)" =’ +v'.

Si u = v es trivial, pues (u + u) = (2u)’ = 2u’ = v’ 4+ /. También es claro
el caso en que © = 0 o v = 0. En otro caso, llamemos w = u + v, de modo que
|lw —u| = Jv|, |lw — v|] = |u|. Igualmente, |w" —u'| = |V'|, |’ — v'| = |[v/|. Esto
significa que w’ esta en la circunferencia de centro v’ y radio |v'| y también en la
circunferencia de centro v’ y radio |u’|. Como los centros son distintos, se trata
de circunferencias distintas, que s6lo pueden cortarse en dos puntos, y uno de
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ellos tiene que ser v’ + v'. Llamamos 2’ # v’ + v’ al posible segundo punto de
corte (si no lo hay, ya tenemos que w’ = v’ 4+ v’). Observemos ahora que

Jw'|* = Jw]* = (u+v)(utv) = [u]” + [v]* + 2uv
— |u/|2 + |’U/‘2 + 211/ r_ (’U/ +’U/)(U/ +Ul) — |u/ —‘r’l)/|2,

luego |w'| = |u' 4+ v'|, lo que significa que tanto w’ como u’ + v’ estan en la
circunferencia de centro O y radio |w’|. Basta probar que z’ no puede estar
en ella. Si lo estuviera, significaria que O esta a la misma distancia de 2’ y de
u’ +v', es decir, que esta en la mediatriz del segmento con dichos estremos, pero
u' y v’ estdn en dicha mediatriz, pues 2’ y v’ + v’ estan en circunferencias con
dichos centros. La conclusion es que O, v’ y v’ estan alineados, pero entonces
también u’ + v’ estd alineado con ellos.

Ahora bien, si dos circunferencias de centros distintos u’ y v’ tienen en comin
un punto de la recta que pasa por sus centros, es que son tangentes en ese punto

(véase la discusion previa al teorema 1.2) y no pueden tener un segundo punto z’
en comun.

Si llamamos e; = (1,0) y ea = (0,1), entonces todo vector u = (z,y) se
expresa como u = xej + yeo, luego, por lo que hemos probado en los dos pasos
precedentes, u' = xe} + yeh. Si e} = (a,b), €5 = (¢, d), esto equivale a que

u' = (az + cy, bx + dy).
En general, las aplicaciones de esta forma se llaman aplicaciones lineales, por
lo que hemos demostrado que las isometrias lineales son aplicaciones lineales.

Observemos que una aplicacién f : R? —s R? es lineal si y sélo si cumple

flutv)=fu)+ flv),  fltu) =tf(u),
para todos los vectores u, v y todos los ntimeros reales ¢.

En efecto, una implicacién la hemos usado ya para probar que las isometrias
son lineales: si f(1,0) = (a,b) y f(0,1) = (¢,d), obtenemos como antes que
f(z,y) = (ax + cy, bx + dy). En particular, vemos que hay una tnica aplicacion
lineal que transforma e; y e; en dos vectores dados.

Reciprocamente, es facil ver que toda aplicaciéon de esta forma cumple las
condiciones sobre la suma y el producto por escalares.

En este punto es util usar la notacién matricial presentada en la seccién 11.2
de [ITA]|, que nos permite expresar toda aplicacion lineal en la forma

fla,y) = (ﬂzy)( . Z )

Ahora bien, no toda aplicacién lineal es una isometria lineal. En el caso
concreto de las isometrias, como e; - e; = 1, tiene que ser €} - e} = 1, es decir:

b=+ d =1,
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Pero ejes = 0, luego los vectores €] y e} tienen que ser ortogonales, y solo hay
dos vectores de modulo 1 ortogonales a (a,b), que son (b, —a) y (—b, a), luego
c=1by d= Fa. En definitiva:

Teorema A.6 Toda isometria lineal en R? es de la forma

@ e (55 ),

para ciertos niumeros reales a,b tales que a®> + b> = 1. Reciprocamente, toda
aplicacion de esta forma es una isometria lineal.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que toda isometria lineal es de la forma
indicada. Reciprocamente, si u — u’ es una aplicacién de esta forma, ya hemos
visto que es lineal. Para probar que es una isometria observamos en primer
lugar que conserva los modulos de los vectores, pues si u = (x,y), entonces

| = +/(az£by)?+ (bx F ay)?
= a2a? + b2y? £ 2abay + b2 + a?y? T 2abxy
= V(@ + )22+ (a2 +02)y2 = Va2 +y2 = |ul.

Y si uy v son dos vectores distintos, entonces, usando la linealidad,

!/

W' =P —d| = |(v—u)|=|v—ul =uw.

|

Nota De la linealidad de las isometrias lineales se deduce facilmente que la
imagen de una recta por una isometria es una recta (pues esto es trivialmente
cierto para las traslaciones) y del hecho de que las isometrias lineales conserven el
producto escalar se deduce facilmente que, aunque hemos definido las isometrias
como las aplicaciones que conservan las longitudes de los segmentos, de hecho
también conservan las amplitudes de los angulos. m

Simetrias axiales Vamos a ver que las simetrias lineales de la forma

@@ (G )

—a

(con a? + b% = 1) son las simetrias axiales respecto de rectas que pasan por el
origen O.

En efecto, si a = 1, entonces (z,y) = (z, —y), que claramente es la simetria
respecto del eje de abscisas. Si a = —1 entonces (z,y) = (—z,y) es la simetria
respecto del eje de ordenadas.

Sia # +1, entonces b £ 0, y vamos a ver que se trata de la simetria respecto
de la recta r que pasa por O y tiene por vector director u = (b,1 — a) o bien
v = (a+1,b). Notemos que ambos vectores determinan la misma recta, pues

9 2
a+1u:(a+1,1Ta):(a+1,%):(a+1,b):v.
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Sie; = (1,0), tenemos que €; = (a,b). La recta que une ambos puntos tiene
vector director (a — 1,b), que es ortogonal a u = (b,1 — a), luego la recta es
perpendicular a r, y el punto medio del segmento e;€} es

1 1, 1 1

—e —e; = =(a+1,b) = =0,

yataa=glatlh)=3

luego esta en r. Esto prueba que e’l es el simétrico de e respecto de r.
Igualmente, si e2 = (0, 1), tenemos que e, = (b, —a). La recta que une ambos

puntos tiene vector director (b, —a — 1), que es ortogonal a v, luego la recta es

perpendicular a r, y el punto medio del segmento eze}, es

1 1
eh = i(b’l —a)= St

N |

Sert
—€e
22

luego esta en r. Esto prueba que e}, es el simétrico de e respecto de 7.

Asi pues, la simetria respecto de r coincide sobre e; y es con la isometria
dada, y como ambas son aplicaciones lineales, si coinciden sobre estos vectores
coinciden sobre todos los demas. L]

Giros Consideremos ahora las isometrias lineales de la forma
a b
(z,y) = (%y)< b a )

(con a? +b* = 1). El teorema [ITAn 5.4] nos da que existe un niimero real 6 tal
que a = cosf, b = sen ), de modo que la isometria es de la forma

—senf cosf

(x,y)H(:v,y)( cos 6 sent?).

Las isometrias de esta forma se llaman giros (alrededor del origen de coor-
denadas O). En efecto, son lo que intuitivamente se entiende por un giro, pues
si expresamos un punto cualquiera no nulo como

P =r(cosa,sena),

entonces su imagen por el giro de dngulo 6 es

P = r(cosa,sena)( cos 0 sen@)

—senf cosf
= r(cosacosf — senasenf, cos asen § + sen o cos 6)
= r(cos(a+ 0),sen(a + 6))

Asi pues, P’ se obtiene sumando 6 al angulo que P forma con el semieje de
abscisas positivas, es decir, que es lo que normalmente se entiende por girar P
un angulo 6 respecto de O en sentido antihorario (si # > 0, que es lo mismo que
un giro de 27 — 6 en sentido horario):
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Y no hay mas posibilidades para una isometria. En total, hemos demostrado
lo siguiente:

Teorema A.7 Toda isometria es la composicion de una traslacion y un giro o
bien de una traslacion y una simetria axial.

Esto prueba que el concepto de isometria se corresponde exactamente con
el concepto de igualdad geométrica, es decir, que dos figuras son “iguales” (téc-
nicamente, son congruentes) si y sélo si una se transforma en la otra mediante
una isometria. En principio, sabiamos que las figuras iguales tienen que ser
isométricas, pero ahora que hemos probado que no hay mas isometrias que las
composiciones de traslaciones, giros y simetrias, es evidente que si dos figuras
son isométricas, entonces son iguales.

En general, las isometrias lineales son aplicaciones lineales cuya matriz tiene
determinante +1. Esto basta para justificar que la medida de Jordan definida
en el apéndice A del [ITAn] —que se corresponde con la nocién intuitiva de
area— es invariante por isometrias (comparese con el teorema [ITAn A.17]).

A.4 Bases, orientacion

Terminamos este apéndice discutiendo la expresion analitica de unos con-
ceptos cuya interpretacion intuitiva es bien simple, pero no es obvio en absoluto
como puede expresarse analiticamente. Nos referimos a precisar analiticamente
el significado de frases como que un punto esta “a la izquierda” o “a la derecha”
de otro, o que un punto resulta de girar otro tantos grados “en sentido horario”
o “en sentido antihorario”.

Lo primero que debemos observar es que estos conceptos son “relativos” en el
sentido de que no s6lo dependen de los objetos a los que se aplican, sino también,
en mayor o menor medida, del punto de vista desde el que los observamos. Por
ejemplo, si ante esta figura:

3No es dificil probar que, de hecho, toda isometria es una traslacion, un giro, una simetria
axial o bien una simetria axial compuesta con una traslacién en la direccién del eje de simetria.
Esto se debe a que la composicién de una traslaciéon y un giro es siempre un giro (respecto
de un centro distinto al del giro inicial) y una composicién de una traslacién y una simetria
respecto de un eje perpendicular a la direccion de traslacién es de nuevo una simetria.
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A B

nos preguntamos si el punto A esta a la izquierda o a la derecha del punto B, di-
remos que esta a la izquierda, pero si el lector apoya este libro sobre la superficie
de una mesa, un observador sentado enfrente de él dird que A esta a la derecha
de B. Por eso en el lenguaje usual decimos “a mi izquierda” o “a tu derecha”. En
general, para que dos personas coincidan en su uso de “izquierda” y “derecha”
deben asegurarse de que ambas miran hacia el mismo lugar, es decir, que ambas
coinciden en el significado de “delante” y “detras”. Una forma de reducir esta
“relatividad” es plantearse si en la figura siguiente el vector v esté a la izquierda

o a la derecha del vector u:
U

Esto hay que entenderlo como que si nos situamos en el origen comtn de
ambos vectores mirando hacia donde senala el vector u, entonces veremos al
vector v a nuestra derecha. Y en esto coincidira alguien que esté sentado frente
a nosotros con esta pagina del libro dispuesta sobre la mesa. Sin embargo,
esta nocion vectorial de “izquierda” y “derecha” no es completamente absoluta,
pues si dibujamos los vectores en un cristal, observadores situados en los lados
opuestos del cristal diferiran en si v esta a la izquierda o a la derecha de u.

A su vez, esto esta relacionado con la nociéon de “sentido de giro”. Por
ejemplo, para girar el vector u hasta que apunte en el mismo sentido que u
recorriendo el 4ngulo menor, es necesario realizar el giro en sentido antihorario,
pero alguien que vea la figura “desde el otro lado del cristal” dir& que el sentido
de giro tiene que ser horario.

Es importante tener presente que ninguna de estos conceptos admite una
definicién absoluta, en el sentido de que es imposible definir cuél es “la derecha”
o cudl es el sentido de giro “horario” si no es poniendo un ejemplo concreto.
Si sabemos distinguir entre “izquierda” y “derecha” es porque alguien alguna
vez nos ha dicho “ésta es tu mano derecha”, y el “ésta”’ es esencial. No hay
forma de ensenarle a alguien cuél es la mano derecha y cual la izquierda si no es
senalandosela o haciendo referencia a alguna asimetria de nuestro cuerpo, como
“la mano derecha es la que esta en el lado opuesto al corazén”. Es imposible
hacerlo recurriendo exclusivamente a conceptos geométricos.

Ahora bien, la definicién siguiente si que es absoluta:

Consideremos dos pares de vectores uy,us y vy, v2 de modo que apunten en
direcciones distintas (es decir, que u1 no sea multiplo de us ni viceversa y que vy
no sea multiplo de v ni viceversa). Diremos que ambos pares tienen la misma
orientacion si cuando nos situamos en el origen de coordenadas mirando hacia
donde senala u; vemos a uy al mismo lado (izquierdo o derecho) en el que vemos
a v cuando miramos hacia donde senala v;.
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Por ejemplo, los dos pares de vectores de la figura siguiente no tienen la
misma orientacion, pues si miramos en la direcciéon de u; vemos a us a nuestra
derecha, mientras que si miramos en la direccién de v; vemos a vy a nuestra
izquierda:

U1 U1
V2
U2

Lo esencial es que, si alguien llama “derecha” a lo que nosotros llamamos
“izquierda” y viceversa, dird que us estd a la izquierda de u; y que vy esta a
la derecha de v; pero —aunque en esto difiera de nuestro criterio— al final
coincidirad con nosotros en que los dos pares de vectores no tienen la misma
orientacion, e igualmente coincidiré en que para girar de u; a ug por el angulo
maés corto, habré que girar en sentido opuesto al necesario para girar de vy a va,
aunque, desde nuestro punto de vista el sentido sea el horario en el primer caso
y el antihorario en el segundo, mientras que para él sea al revés.

Vemos asi que “tener o no la misma orientaciéon” es algo que absoluto, que
no depende del criterio con el que hemos decidido a qué llamamos “izquierda” o
“derecha’” o “sentido horario” y “sentido antihorario” o del punto de vista desde
el que observemos los objetos considerados.

En esta seccidén vamos a analizar con mas detalle estas ideas hasta obtener
una caracterizacion analitica del concepto de “orientacion”.

Bases Diremos que dos vectores vq,vy (dados en un cierto orden) forman
una base (ordenada) si uno no es miltiplo del otro, es decir, si no sucede que
v1 = Avg, para cierto nimero real A\, ni viceversa. En particular esto requiere
que ambos sean no nulos.

Equivalentemente, v1,vs forman una base si y s6lo si son no nulos y, para
cualquier punto P prefijado, las rectas X = P+tv; y X = P+tvy son distintas.

Esto tiene una caracterizacion algebraica sencilla en términos de las coorde-
nadas de los vectores: si v; = (a,b) y va = (¢, d), entonces vy y ve forman una
base si y solo si

a b
c d’#o'

En efecto, el determinante es ad — be. Si v; = Avg, entonces (a,b) = A(c, d)
y se comprueba inmediatamente que el determinante da 0. Reciprocamente,
supongamos que ad — bc = 0.

Si ¢ = 0, entonces ad = 0, luego, o bien ¢ = d = 0, con lo que vy = (0,0) y
los vectores no forman una base, o bien a = ¢ = 0, con lo que

o1 = (0,5) = (b/d)(0,d) = (b/d)vs

4Esto es un caso particular de [ITAl 1.9].
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y tampoco forman una base. Igualmente concluimos si es d = 0. En caso
contrario podemos definir A = a/c = b/d, y se cumple que v; = Avs.

A su vez, esto implica que si v1, vo forman una base, todo vector w se expresa
de forma tnica como
w = A1 + Agv2,

para ciertos ntmeros reales Ay, As.

En realidad esto es evidente si tenemos en cuenta su interpretacion geomé-
trica, y de hecho lo hemos usado ya al mostrar la expresion analitica de los
conceptos de semiplano o de angulo. Algebraicamente, un vector w = (e, f)
cumpliré la relaciéon indicada si y s6lo si

all +chy =e¢
bA\1+dr = f

lo que equivale a la ecuacién matricial

ue) (40 ) =t

que, segun el teorema [ITAl 11.7] tiene soluciéon tnica

oo =en(t )

Los nameros (A1, A2) se llaman coordenadas del vector w respecto de la base
v1, V2, ¥ pueden verse como “instrucciones” para llegar a w desde el origen O:
camina A1 unidades en el sentido marcado por v (entendiendo que es el sentido
opuesto si A; < 0) y luego A2 unidades en el sentido marcado por vs.

Notemos que los vectores e; = (1,0), e = (0, 1) forman claramente una base,
que recibe el nombre de base candnica, y las coordenadas de un vector w = (a, b)
respecto a dicha base son precisamente a y b, por lo que lo que hasta ahora
llamébamos “coordenadas de un vector” no son sino sus coordenadas respecto
de la base canodnica en el sentido méas general que acabamos de introducir.

Orientacion Consideremos ahora dos vectores v1 = (a,b), vo = (¢,d). Es
claro que existe un tnico giro que transforma vy en el vector (|v|,0). Si llama-
mos M a la matriz de dicho giro, tenemos que

(a,b)M = (|v1],0), (c,d)M = (', d").

a b ~f |ln] O
(&a)u=(a)

Ahora bien, es evidente que los giros conservan las orientaciones, es decir,
que si al mirar hacia donde sefiala v; vemos a vy a nuestra izquierda (o a nuestra

Equivalentemente,
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derecha), al aplicar el giro (si nosotros giramos igualmente para seguir mirando
hacia donde senala el vector v; girado) seguiremos viendo al segundo vector
(girado) en el mismo lado. En otras palabras la orientacion de la base vy, va
tiene que ser la misma que la de la base (Jv1],0), (¢, d’) o, en términos absolutos:
la base v1,vs tendré la misma orientaciéon que la base candnica si y sélo si lo
mismo le sucede a la base (|v1],0), (¢, d).

Pero el vector e; = (1,0) de la base canonica senala en la misma direccion
que (|v1],0), por lo que la base (Jv1],0), (¢/,d’) tendra la misma orientacion que
la base canonica si y solo si el vector (¢/,d’) esta en el mismo semiplano que el
vector ez = (0, 1).

Y es evidente que los vectores que estan en el mismo semiplano que ey son
los que tienen segunda coordenada positiva, luego concluimos que vy, vs tiene
la misma orientaciéon que la base canonica si y solo si d’ > 0.

Finalmente observamos que, teniendo en cuenta que el determinante de un
producto de matrices es el producto de los determinantes y que las matrices de
los giros tienen determinante 1,

a b

c d :‘vlld/’

luego la condicion d’ > 0 es equivalente a que

a b
c d

>0

Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definicion A.8 Diremos que una base v; = (a,b), va = (¢,d) esta positiva-

mente orientada si
a b

d

En caso contrario diremos que esta negativamente orientada. Dos bases tie-
nen la misma orientacién si ambas estan positivamente orientadas o ambas es-
tan negativamente orientadas. Obviamente la base canodnica esta positivamente
orientada.

> 0.

El razonamiento precedente nos da la interpretaciéon geométrica de esta de-
finicion: una base v1,vo esté positivamente orientada si cuando miramos hacia
donde indica v; vemos a v al mismo lado (izquierdo o derecho) en el que vemos
al vector ey de la base candnica cuando miramos hacia donde indica e;.

Lo que no podemos hacer es precisar la definicién para que en lugar de decir
“al mismo lado” podamos decir “a la izquierda” o “a la derecha”. Si al elegir el
sistema de ejes cartesianos que nos permite asignar coordenadas a los puntos
seguimos la costumbre de elegir el punto (1,0) “a la derecha” de (0,0) y el
punto (0,1) “arriba” de (0,0), entonces el vector es de la base canodnica esta a
la izquierda de e, por lo que una base vy, vs esta positivamente orientada si y
solo si v esta a la izquierda de vy, pero esto depende de la eleccion del sistema
de ejes cartesianos. Con una eleccion distinta, el sentido positivo pasaria a ser
el negativo, y viceversa.
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Sentidos de giro Llamaremos giro de amplitud 8 > 0 en sentido positivo al
giro determinado por la matriz

cosf senf
My = ( —send cos@ )’

mientras que el giro de amplitud 0 > 0 en sentido negativo sera el determinado
por la matriz M_g.

Vamos a ver que, si elegimos la base canénica con el convenio usual, el sentido
positivo de giro es el sentido antihorario.

En efecto, si consideramos un vector no nulo arbitrario v = (a, b) y un angulo
6 > 0 que no sea miltiplo de 7, es decir, tal que send # 0, entonces al girar el
vector v obtenemos el vector

v' = (a,b)My = (acos — bsen,asend + bcosf),
y la orientacién de la base v,v’ viene determinada por

a b

(272
acosf —bsenf asenf -+ bcosb = (a” +b%) sen .

Por lo tanto, v, v’ estd positivamente orientada si y s6lo si sen f > 0, es decir,
siy s6lo si 0 < 0 < 7, salvo multiplos de 2.

Ahora basta observar que esto es precisamente lo que cumplen los giros en
sentido antihorario: cuando giramos un vector v en sentido antihorario con una
amplitud 0 < 0 < 7, el vector girado v queda a la izquierda del vector v luego, si
la base canénica cumple que e, esté a la izquierda de e;, tenemos que la base v, v’
esta positivamente orientada, mientras que si la amplitud del giro es 7 < 6 < 2,
entonces v’ esta a la derecha de v y la base esta negativamente orientada. Asf
pues —con el convenio usual sobre la eleccion de la base canénica— el sentido
positivo de giro es el antihorario.

Notemos que si § = 7 entonces v = —v, con lo que no tiene sentido plan-
tearse si el giro se ha hecho en sentido horario o antihorario, pues en ambos
casos el resultado es el mismo, y lo mismo vale si § = 0, en cuyo caso v = v.

Otra consecuencia es la caracterizacion siguiente de las bases positivamente
orientadas:

Una base vy, ve estd positivamente orientada si y solo si el giro que
transforma v1 en vy en sentido positivo tiene amplitud 0 < 6 < 7
o0, equivalentemente, si el giro de menor amplitud que transforma vy
en vy es el de sentido positivo.

Angulos dirigidos Si tenemos dos vectores no nulos vy, vs, el angulo que
forman es

— — V1 - U2

V1,V = V2, V1 = arccos 5
|v1|vg]
de modo que hay dos vectores distintos (de un mismo modulo, unitario, por
ejemplo) v' que forman un mismo angulo « con un vector dado v:
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En la figura, podemos transformar v en v’ o en v” mediante dos giros de
amplitud 0 < a < m, pero ahora podemos decir que para pasar de v a v’ hay
que girar un angulo « en sentido positivo, mientras que para pasar de v a v” hay
que girar un angulo a en sentido negativo. Esto se ve porque la base v, v’ esta
positivamente orientada (ya que v’ esta a la izquierda de v), mientras que v, v"”
estd negativamente orientada, luego el giro que lleva de v a v’ es el de matriz
M, y el que lleva de v a v” es el de matriz M_,,.

A su vez, si tenemos dos rectas distintas con vectores directores vy y vs,
cambiando el signo a uno de ellos si es preciso, podemos suponer que la base
v1, Uz estd positivamente orientada (notemos que, en general, las bases vq,ve y
v1, —v tienen orientaciones opuestas), y entonces o = @ es el angulo que
hay que girar en sentido positivo para transformar la recta de vector director vy
en la de vector director vs (no al revés), luego es el angulo dirigido entre ambas
rectas definido en 3.28. En otras palabras:

El dngulo dirigido que forman dos rectas 1y y lo es el dngulo que
forman dos cualesquiera de sus vectores directores vy, vo elegidos con
la condicion de que la base vy, v esté positivamente orientada (o es 0
st las rectas son paralelas o coincidentes).

Orientacion de triangulos Ahora podemos definir un tridngulo ABC positi-
vamente orientado como un triangulo tal que la base AB, AC' esté positivamente

orientada, es decir, que el giro de menor amplitud que transforma AB en A
es el de sentido positivo.

Por ejemplo, el triangulo ABC de la figura siguiente esté positivamente
orientado, mientras que ACB o A’B’C’ estan negativamente orientados:

C C'
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La definiciéon depende del orden en que consideramos los vértices, pero es
simétrica en el sentido de que

ABC, BCA, CAB

tienen la misma orientacién, mientras que

ACB, BAC, CTBA

tienen la orientaciéon opuesta.

En efecto, es facil ver que la orientacién de un triangulo ABC' corresponde
al signo de la expresion

by b
Cc1 C2

ay Qg
by b

1 C2
a; az

+
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